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Vorwort. 



Der vorliegende erste Band der Potentialtheorie er 
halt zunachst die Ableitung der charakteristischen Bige 
schaften des Potentials, und zwar fur das Korperpotenti 
im wesentlichen nach Gaufi, wahrend fiir das Flache 
potential eiae einfachere, von Herrn Weingarten h< 
riihrende Ableitung gewahlt ist. Es folgen Erweiterung 
des Potentialbegriffs, und zwar zunachst auf andere A 
ziehungsgesetze als das Newtonsche, speziell auf das G 

setz -, dann tiuf das logarithmische Potential und <3 

Potential von Doppelbelegungen. Im. dritten Abschn 
, werden das Potential und die Anziehung homogener 3 
lipsoido eingehend erortert. Der Verfasser hat die a 
, gemeirten Satze moglichst durch Anwendung auf spezie 
Bcispiele zu erlautern gesucht. So'gehen der Einfuhm 
clc.s. Potentialbegriffs verschiedene Aufgaben uber A 
zichung voraus, und auch im ganzen Verlauf der Bi 
wicklung sind an passenden Stellen Beispiele eingefiij 
AuBerdem diirfte sich die hier gegebene Darstellung c 
Potentialtheorie von anderen Darstellungen durch d 
Inhalt des zweiten und mannigfache im dritten Abschn 
enthaltene Folgerungen unterscheiden. 

Der zweite Band wird zunachst die wichtigsten Sa-1 
iiber Kugelfunktionen entwickeln, dann die Anwendu 
dicser Funktionen auf die Potentialaufgaben der Kni 
bringen, cndlich eine Binfiihrung in die allgemeine Bai 
wertaufgabe nebst damit zusammenhangenden Satzen. 



n (3. TT/irTvaf. 1QO 



Inhaltsverzeichnis. 

Seite 

Einleitung - * 

I. Abschnitt. 
Das Potential und seine charakteristisclien EigensehaftenL. 

Kap. 1. Die allgemeinen Formeln fiir die nach dem Newton- 

schen Gesetze erfolgenden Anziehungen 3 

a) Anziehung, die ein einzelner Massenpunkt auf einen 

anderen ausubt 3 

b) Anziehung beliebig vieler diskreter Massenpunkte . . 5 

c) Anziehung raumlicher Massen 6 

d) Anziehung von FlSchen und Linieri 8 

Kap. 2. Anwendungen 1O 

Aufg. 1. Anziehung eines homogenen Kreisbogena auf 
einen Punkt, der senkreeht fiber dem Mittelpunkte 
des Kveises liegt 1O 

A.ufg. 2. Anziehung einerhornogenengeradlinigenStrecke 12 

Aufg. 3. Anziehung einer homogenen Kreisfliiche auf 
eiaen Punkt, der senkreeht tiber ihrena Mittelpunkte 
liegt . 15 

Aufg. 4. Anziehung einer homogenen Kugellliiche ... IS 

a) Vorbereitung (Pormeln tiber raumliche Polarkoordi- 
naten) 13 

b) Lbsung der Aufgabe 2O 

c) Geometrische Ableitung des Satzes, da6 eine homo- 
gene KugelfLache auf innere Punkte keine Anziehung 1 
ausubt 23 

Aufg. 5. Anziehung einer von zwei konzentrischen Ku- 

geln begrenzten homogenen Masse 26 

Kap. 3. Einfuhrung des Potentialbegriffs. Nivoaufliiclien und 

Krai'tliuien 27 

a) Das Potential 27 

b) Niveaufiachen und Kraftlinieu 31 



Inhaltsverzeichnis. 



V 



Seite 

c) Einfache Beispiele fur Niveauflachen -und Kraftlinien 32 

d) Allgemeine Bestimmung der Kraftlinien. Beispiel . . 33 

Kap. 4. Allgemeine Eigenscfaaften des Potentials beliebiger 

Masson fur iiufiere Funkte 36 

a) Endlichkeit urid Kontinuitat des Potentials und seiner 
Dift'erentialquotienten 37 

b) Verbal ten im Unendlichen 38 

c) Die Laplacesche Differentialgleichung 41 

d) Anwendung auf das Potential einer von zwei konzen- 
trischen Kugelri begrerizten Schale 43- 

Kap. 6. Das Potential und die Anziehungskomponentenranm- 

licher Massen fiir Funkte, die der Masse angehoren 47 

a) Erlauterung an dem Fall einer homogenen Kugel . . 47 

b) Allgemeiner Nachweis der Endlichkeit des Potentials 

und der Anziehungskomponenten fiir Punkte der Masse 52 

6V 

c) Auch fur Punkte der Masse ist X = - usw. ... 54 

' ax 

d) Kontinuitat des Potentials und seiner ersten Ablei- 
tungen fiir Punkte der Masse 56 

Kap. 6. Die zweitcn Ableitungon dos Potentials ur Funkte 

der Masse 59 

a) Die Methodo des Kap. 5 versagt hier 59 

b) Die GauBschen Hillssiitze 60 

c) Transformation der Ausdriicke fur die Anziehungs- 
kompononton 71 

d) Transformation der /woiteii AbkMtungen von V. Die 
Poissonsche Gleicliung . 73- 

e) Aus der diskontinuiorlichen Anderung von, A Fan der 
Gren/JlJiohe werdoii die entspreehonclen Anclerungen 

von - , ,. - , ... abgcleitet 78 

ox~ dxvy 

Kap. 7. Yorlialtcn dos Fliichenpotentials und seiner Abloi- 
tungen, falls der uugozogono Punkt sich dor au- 
ziohondon Fliiehe niihort 82 

a) Erlauterung an Beispielen 82 

b) Abl<Mtung der Eigenschaften fiir beliebige Plitehen bei 
belicbiger Masst-nvertc-ilung 85 

c) Potential imd Anzieliungskomponenten fiir feste Punkte 

dor Fladio 90 

Kap. 8. Potential und Anziolmngskomponenten von Masson, 

die liings einer Linie ausgcbreitot sind S% 



Kap. 9. Die charakteristischen Eigenschaften des Korper- 
und Flachenpotentials 

a} Der Greensche Satz 

b Die charakteristischen Eigenschaften desRaumpotentials 

c) Die charakteristischen Eigenschaften des 1< lachenpoten- 

d) Anwendung der' charakteristischen Eigensehaften . . 1C>5 

II. Abschnitt. 
Erweitemngen des Potentialbegriffs. 

Kap. 1. Anziehung nach anderen Gesetzen als dem Newton- 
schen 

a) Begriif der Kraftefunktion . . . . . . 

b) Vergleich zwischen der allgemeinen KrJlltetunktion 
und dem Newtonschen Potential fiir Punkte aufier- 

halb der Masse 1 1 - 

c) Die Kraftefunktion fiir Punkte innerhalb dei- wirken- 

: den Masse bei dem Gesetze 1 1 ^ 

d) Die Anziehungskomponenten fiir Punkte der Masse 

bei deni Gesetze - 

e p I 

e) Das Anziehungsgesetz - fiir Massen, die auf FlJlchen 

ausgebreitet sind 

f) Die zweiten Ableitungen der Kraftefunktion riium- 
lieher Massen fiir Tunkte der Masse bei dem An- 

ziehungsgesetize - 



Kap. 2. Erinittelung von An/iehungsgesotzen mit bcstimmtcn 
Eigenschaften. Korper groBtcr Anziohung .... 

a) Das Ne \vtonsche Gesetz ist das eiuxige, bi dcm oino 
von zwei konzentrischen Kugeln begrenxte Bchale, 
deren Diehtigkeit nur von dem Abstande vom Mittcl- 
punkte abhangt, auf einen Punkt des inneren hohlen 
Kaumes keine Wirkung ausiibt 

b) Die Eigenschaft, dafi die genannte Schale uincn llufieren 
Puukt so anzieht, als ware die Masse im Mittolpunkte 
vereinigt, teilt das Newtonsche Gcset/ mit einorn 
anderen 

c) Der Korper groBter Anziehung fiir das An/.iehungs- 

gesetz 15JH 



Inhaltsverzeichnis. VII 

* Seite 

Kap. 8. Das logarithmische Potential 135 

a) Einfuhrung des logarithmischen Potentials 135 

b) Loparithmisches Potential eines von zwei konzentri- 
schen Kreisen begrenzten homogeaea Kreisringes . . 187 

c) Logarithmisches Potential einer homogenen Kreisflache 

fiir Punkte der Masse 141 

d) Logarithmisches Potential einer homogenen Kreislinie 144 

e) Zusammenhang des logarithmischen und desNewton- 
schen Potentials 145 

Kap. 4. Das Potential von Doppelbelegungen 151 

a) Begriff der Doppelbelegung .151 

b) Haupteigenschaft des Potentials der Doppelbelegung ; 154 

c) Verhalten der Ableitungen des Potentials einer Doppel- 
belegung: 

a) Erliluterung an zwei Beispielen 157 

/?) Allgemeine Ableitung 159 

d) Die charakteristischen Eigenschaften des Potentials 

von Doppelbelegungen 165 

e) NachtraglicherBeweis einer Hilfsformel. Das Theorem 

von Stokes 166 



III. Absclmitt. 
Potential und Anziehung homogener Ellipsoide. 

Kap. 1. Das Potential und die Amielmngsltonvponenten ho- 
mogener Ellipsoide fiir Punkte der Masse .... 175 

a) Das Potential ist eine Funktion zweiter Ordnung der 
Koordinaten 175 

b) Beziehxingen zwischen den -Koeffizienten dieser Funk- 
tion. Folgerungen . . 180 

c) Weitere Eeduktion der Koeffizienten 188 

Kap. 2. Die Anziohungskomponenten homogener Ellipsoide 

iiir JiuBere. Punkte 187 

a) Begriff der konfokalen Ellipsoide. Bestimmunpr des 
KU oioem gegebenen konfokalen Ellipsoids, das durch 
einon gegebenen Punkt geht 188 

b) Korrespondierende Punkte konfokaler Ellipsoide. Ivo- 

rya geometrischer Satz 191 

c) Ivorysoher Satz iiber die Anziehung konfokaler Elhp- 
soi'le 193 

d) An/iehungskomponenten der homogenen Ellipsoide fur 

llu&ore Punkte 195 



VIII Inhaltsverzeichnis. 

, Seite 

Kap. 3. Das Potential homogenerEUipsoidefurauBerePunkte 196 

a) Ermittelung des Ausdrucks fur das Potential .... 196 

b) Verifikation der Resultate mittels der Dirichletschen 

charakteristischen Eigenschaften 200 

Zusatze. 1. Potential einigernichtbomogenerEllipsoide 206 

2. Potenti.nl homogener Ellipsoide und Ellipsen 

fiir andere Anziehungsgesetze 207 

c) Potential und Anziehurigskomponenten der Rotations- 

ellipsoide 208 

a) Verkurztes Botationsellipsoid 208 

ft) Dessen Anziehung auf den Pol 210 

y) Verlangertes Rotationsellipsoid 212 

Kap. 4. Verschiedene Folgerungen 214 

a) Folgerungen aus dem erweiterten Ivoryschen Satze . 214 

b) Der Mac Laurinsche Satz 216 

c) Folgerungen aus dem Mac Lauvinschen Satze . . . 218 
a.) Anziehung einer Ellipse bei gewisser Massenver- 

teilung 218 

/?) Ersetzung des anziehenden Ellipsoids durch eine 

Massenbelegung der Oberflaehe 221 

y) Potential und Anziehungskomponenten dieser 

Massenbelegung 225 

d) Anziehung einer unendlich diiimen ^Schale, die von 

ahn lichen Ellipsoiden begrenzt wird 228 

Zusatz 235 

e) Geometrische Ableitung des Satzes, daS eine von vwei 
Uhnlichen und ahnlich liegenden konzentrischeu Ellip- 
soiden begrenzte Schale auf Punkte des inneren Hohl- 
raumes keine Anziehung ausubt 236 

Eap. 5. Gleichgewichtsfiguren rotierender Fliissigkeitcn . . 239 

a) Allgemeine Gleichgewichtsbedingungen 239 

b) Rotiei-ende feste Kugel, die von einer diinnen Pliissig- 
keitsschicht bedeckt 1st. A'nwendung auf die Figur 

der Erde 241 

c) Eotierende Flussigkeit, deren Teilchen sich nach deui 
Newtonschen Gesetze anziehen 246 

d) Diskussion des Besultates 249 



Einleitung. 

Die Natur bietet nns zablreicbe Erscbeinungen dar, 

Icbe durcb die Annalime von Kraften erklart werden, 

> zwiscben je zwei materiellen Teilclieu im umgekebrten 

rbaltnis des Quadrats der Entfernung wirksam sind. 

e allgemeinen Lebrsatze, welche die Eigenscliaften der- 

iiger Krafte betreffen, bilden einen ausgedebnten Zweig 

c matbematiscben Pbysik, den man die Potentialtbeorie 

ant. Dabei handelt es sich aber in jener Theorie nicht 

i die Bewegungen, die durcb solche Krafte hervor- 

ufen werden; die Erorterung dieser Bewegungeu ist 

3he der analytischen Mecbanik. Es bandelt sicli viel- 

hr um allgemeine Eigenscbaften, die jenen Kraften nn- 

b.angig von den durcb sie entstebenden Bewegungen 

lommen. Wenn man erwagt, dafi zu den in Rede 

benden Kraften nicbt nur die Gravitation gebort, son- 

*n daJ3 nacb dem Ooulombscbeu Gesetze auch die mag- 

iiscben und elektriscben Erscbeinungen von derartigcn 

aften abbangen, so lafit sicb die Wichtigkeit der Poten- 

Itbeorie fur die Pbysik ermessen, und es crscbeint 

?cbaus gerecbtfertigt, den Anwendungeu der Potential - 

;orie einen besonderen Band dieser Sammlung zu widmen. 

er aucb abgeseben von den Anwendungen ist die Po- 

tialtbeorie vom rein matbematiscben Standpuukte aus 

sressant, und sie ist fur die Entwieklung der Wissen- 

aft von gro'Bter Bedeutung gewesen, insofern durcb sie 

Analysis neue Probleme erschlossen sind und dadurcb 

Ausbildung neuer Metboden der AnstoB gegebeu ist. 

d docb mit der Ausbildung der Theorie die Narnen 

vVangeriii, Theorio dos Potontials I. 1 
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der hervorragendsten Mathematiker verkmipft : Laplace, 
Poisson, Gaufi, Green, Dirichlet, 0. Neumann, Poiucar< 
nnd andere, deren Aufzahlung hier zu weit fiibren wiirde. 
Die mathematische Seite der Theorie 1st es, die im M- 
genden entwickelt werden soil; und zwar soil diese Ent- 
wicklung hier unabhangig von den AusMhrungen des die 
Anwenduagen der Potentialtheorie enthaltenden Band- 
chens durchgefiihrt werden. 



I. Abschnitt. 

Das Potential und seine charakteristischen 
Eigenschaften. 

Kapitel 1. 

Die allgemeinen Formeln Mr die nach dem Newtonschen 
Gtesetze erfolgentlen Anziehungen. 

a) Anziehung, die ein einzelner Massenpunkt 
auf einen anderen ausiibt. 

Wir gehen von dem IsTewtonschen Gesetze aus, das 
sieh auf die Wirkung zweier Massenpunkte bezieht. Das- 
selbe besagt: 

Zwei Massenpunkte ziehen einander an mit einer 
Kraft, die die Eichtung ihrer Verbindungslinie hat, die 
ferner ihren Massen direkt und dem Quadrat ihrer Ent- 
fernung umgekehrt proportional ist. 

Die beiden Massenpunkte seien A und B , m die 
Masse von A , ju die Masse von B , sei ihre Entfernung, 
dann ist die Kraft K , rnit der sowoM die Masse TO den 
Punkt B , als die Masse /.t den Punkt A anzieht : 

(I) K- 

Die Bedeutung des in (I) auftretenden Faktors f erkennen 
wir, wenn wir m = /.t = 1 und Q = 1 annehmen: /' ist die 
Kraft, mit der zwei gleiche Massen von der GroBe 1 in 
der Entfernung 1 aufeinander wirken. Die Grofie von /' 
hangt also von dem KraftmaBe ab, und es lafit sich durcli 
passende Verfiigung iiber letzteres erreichen, daB /' = 1 
wird. 

1* 



zustellen, zerlegt man sie in ihre den Achsen eines recht- 
winldigen Koordinatensystems parallelen Komponenten: 

(1) JT = S:coSX ? Y = Zcos^, Z = Kco$y, 

wo a , fi , y die Winkel bezeicbnen , welche die Bichtung 
von J5C mit den positiven Achsenrichtungen os , y , a bildet. 
Dalbei 1st folgendes zu bemerken: Wahrend die Kraft K 
stets absolut gereehnet wird, werden ihre Komponenten 
positiv oder negativ gerecnnet, je nachdem sie dem an- 
gezogenen Punkte eine Beschleunigung parallel der posi- 
tiven oder der negativen Aehsenrichtiing erteilen*). Dem 
entsprechend sind vorher a , /3 , y als diejenigen Winkel 
dcfiniert, die die Eiclitung der Kraft mit den positiven 
Achsenrichtungen bildet. Sind nun OB , y , a die Koofdi- 
natea von A , I , r\ , die Koordinaten von B , so ist in (I) 



Darstellung der Winkel , ft , y miissen wir unter- 

scbeiden zwiscben der 
Kraft, mit der B den 
Punkt A anzielit, und 
derjenigen, mit der um- 
gekebrt A den Punkt 11 
anzielit. Wir wollen 
bier "und irn folgen- 
den stets A als den 

r~ r angezogenen, B als den 

anziebenden Punkt an- 
sehen. Dann ist die 
Flg - L Kraft K von A nacli 

B bin gericbtet, iiml 
demgemafi naben cos a, cos/?, cosy die Werte: 



*) Laplace, Gaufi und Dirichlet geben in ihren Arboiteu 
iiber die Anziehung der Ellipsoide der einer Achse parallelon 
Kraftkomponente _dann das positive Zeichen, wenn die Koni- 
ponente der positiven Achse entgegengesetzt gericlitet ist. Wir 
ziehen die obige, in der Mechanik allein gebriluchliche Pesl,- 
setzung vor. g> 
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Somit sind die Komponenten der Kraft K , mit der A 
von B angezogen wird: 



(la) X = fm 



Q 



Zusatz. In der Physik treten neben anziehenden 
auch abstoBende Krafte auf. Wird A von B abgestoJBen, 
und erfolgt die AbstoBung nach dem- Newtonschen Ge- 
setze, so hat K denselben absoluten Wert wie vorher; 
nur ist K jetzt nicht von A nach B hin gerichtet, sondern 
hat die entgegengesetzte Kichtung. Denmach haben auch 
die Komponenten X , Y , Z dieselben absoluten Werte 
wie in (la), aber entgegengesetzte Vorzeichen. Man kann 
beide Falle durch dieselben Formeln darstellen, wenn man 
das Vorzeichen zu /' zieht und dem Faktor f bei An- 
ziehung das positive, bei AbstoBung das negative Vor- 
zeichen gibt. Dann stellen (la) in beiden Fallen die 
Komponenten der wirksamen Kraft dar*). 

b) Anziehung beliebig vieler diskreter Massen- 
punkte. 

Der Punkt A nioge jetzt von n Massenpunkten 
BI , jB 2 , . . . , B n angezogen werden. Die Massen derselben 
seien ,% , /.t 2 , . . . , f.i n , ihre Koordinaten resp. ^ , ^ , ti ; 
^2>%j^5 >> ;, tn- I>io Anziehung, die ein 
beliebiger von diesen Punkteu, B h , auf A ausiibt, habe 
die Komponenten X n , Y h , Z h . Letztere haben , wenn 
wieder oc , y , die Koordinaten von A sind, m die Masse 
von A , nach (la) die Werte 



- 3 5 - > 5 

Qh Qh. Qh 

wo Q h den Ausdruck bezeichnet, der aus Q [Gleichung (2)J 
entsteht, wenn man , 5;, t durch ^ A , ?//, , t/ ersetzt. 
Zerlegt man so jede der auf A wirkenden n Krafte und 
setzt die derselben Achse parallelen Komponenten zu- 
sammen, bildet also nach den Eegeln der Mcchanik ihro 

*) Der Unterschied zwischen anziehenden und abstofienden 
Krai'ten wird hii.ufig nicht beaclitet, und so kommt es, dafi in 
manchen Darstellungen die Vorzeichen der Anziehungskompo- 
nenten nicht richtig angegeben sind. 
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algebraisclie Stunme, so erhalt man die drei den 
afte 



parallelen Krafte 



Man konnte Z, Y, Z zu einer Besultante 
die die Grofie _ 



hat und die Hauptdiagonale eines rechtwinkligen 
epipedons bildet, dessen eine Ecke A ist, und 
Kanten gleich den absoluten Werten von JL r , r , Z 
Die Richtungskosimis dieser Eesultanto sind : 

X r g 



Wir wollen indes von der Bildung der Eesultante 
und die drei Komponenten beibelialten. TJnter 
der obigen Ausdriicke fiir Z ft , T h1 Z h erlialten 
dieselben die Formeln: 



(II) 



c) Anziehung raumlicher Massen. 

Yon der Betracntung diskreter Massenpnnkte 
wir zn dem Fall iiber, dafi die Masse 
Volumen kontimiierlich. erfiillt. Wir zerlegen das 
in Volumeneleniente, die wir nns etwa als 
Parallelepipeda vorstellen konnen. Je kleiner ein sol 
Element ist, desto genauer konnen wir die in ihm 
haltene Masse als punktformig annehmen und dahoi' 
jedes Element die Formeln (la), auf die durcli 
Zusamnienwirken aller Elemente entstehende Kraft, 
Formeln (II) anwenden. Mit der Verkleinerung dc,r I^lc,- 
mente wachst aber ilire Zahl n, und zwar muB m, iibcr 
alle Grenzen wachsen, wenn die Elements wirlrlio.l jils 



c*h(,H 

MI!;- 
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dio 
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aber ein bestimmtes Integral. Wir erhalten daher, wenn 
wir mit d/u die Masse eines Volumenelements bezeichnen, 
fur die Komponenten der YOU der Gesamtmasse auf den 
Massenpunkt A ausgeiibten Anziehung die Ausdriicke: 



(6) 



Die Integration ist iiber das von den Massenelementen 
eingenommene Volumen 2u erstrecken. 

Es fragt sich nun, wie Massen- und Volumenelement 
miteinander zusammenhangen. Dazu ist zu beachten, 
daJB in demselben Volumen versckieden. groBe Massen ver- 
teilt sein konnen. Urn ein MaB fur diese verscbiedene 
Massenverteilung zu erhalten, fiihren wir den Begriff der 
Dichtigkeit ein. Nehmen wir zuerst an, es sei erne Masse p. 
gleickformig in einem Volumen v verteilt, so verstetit 
man unter der Dichtigkeit It, die in der Volumeneinheit 
enthaltene Masse, oder, was dasselbe ist, den Quotienten 
aus Masse und Volumen: 

(7) *_. 

v ' V 

Bei gleichformiger Massenverteilung andert sich Ic nicht, 
wenn wir fiir v einen beliebigen Teil des gegebenen Vo- 
lumens nehmen und fiir /t die in diesem Teil enthaltene 
Masse, d. h. bei gleichformiger (homogener) Massenverteilung 
ist die Dichtigkeit das Verhaltnis eines beliebigen Massen- 
teils zu dern zugehorigen Volumen. 

Diese Definition der Dichtigkeit ist nicht mehr an- 
wendbar, wenn die Verteilung der Masse eine ungleich- 
formige ist; man muJJ, um auch diesen Pall zu urnfassen, 
die Definition passend erweitern. Das geschieht in ahn- 
licher Weise, wie man in der Mechanik den Begriff der 
Geschwindigkeit von der gleichformigen auf eine beliebige 
Bewegung ubertragt. Wir erwagen, da6, je kleiner der 
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Volumenteil ist, den wir betrachten, dcsto gemuic*r tlie 
in ihm enthaltene Masse als gleichformig verteilt anff c** 
werden kann, und wir vcrstehen daher unter Dicht i 
den Grenzwert: 



wo AIL die in Av enthaltene Masse biweiohnet, od*i" 
den Bezeichmmgen der Differentialreohming: 

(7b) ^^Ifa' d f'^- lc ' dv ' 

Die erweiterte Definition schlicfit, wie leieht, ersicli f 
die obige, fur gleichformige Massenvertoilung goltenl* 
speziellen Fall in sich. In dem allgomeineren Fnll* 
ungleichformigen Massenverteilung ist k nieht koiis^i 
sondern eine Funktion der Koordinaton der betracli I 
Stelle. 

Fiihren wir den Ansdruck (7b) ftir das Msu-* 
element dp, in (6) ein, so erhalteri wir: 



x-f 

A r 



( *- ai}dv 



, 



oder auch, wenn wir als Volumenelement. oin unorn 
kleines rechtwinkliges Parallelepipedon aniiolinicn, <l 
Kanten den Aclisen parallel sind: 



Die entsprechenden Ausdriicke fur y und Z erg-ebon :^ic-li, 
wenn man in (III) oder (Ilia) a; diirch ?; ?/ , rHp. 
ersetzt. Die Grenzen der hier auftrcteiidcn <irc'i- 
fachen Integrale sind ebenso zu bostimmoii wio lxi der 
Berechnung der Volumina. 

d) Anziehung von Flachou und Linicn. 
^Man betrachtet in der Poteiitialtlicorio nicht jiui- ilic 
Anziehung von Massen, die ein gegebou<>,s Volumcji k.on- 
tinuierh'ch erfiillen, sondern auch die von Massen, dit uuf 
Flachen ausgebreitet sind. Man gelangt zu derart i^c-n 
Massen durch folgende Abstraktiou. Auf oiner FI;i-lic 
denke man eine Masse so verteilt, dati ihre Dicke til > -rail 



sehr klein 1st. Diese Dicke lasse man nun immer kleiner 
und kleiner werden, zugleich die Dichtigkeit der Masse 
grower; derart, dafi der Gesamtinlialt an Masse endlich 
bleibt. Im Grenzfall, wo die Dicke unendlich klein, die 
Gesamtmasse aber endlich ist, spricht man von einer auf 
der Flache ausgebreiteten Masse. 

Die Anziehung derartiger Massen kann man auf die- 
selbe Weise erniitteln, wie in c) die Anziehung drei- 
dimensionaler Massen. Man teile die gegebene Masse in 
sehr kleine Massenelemente z!/,t, wende auf diese die 
Formeln (II) an nnd gelie zur Grenze fiir den Fall liber, 
dafi die einzelnen Ap immer kleiner und kleiner werden, 
ihre Anzahl immer groBer. Als Grenze der Summen er- 
halten wir dann wieder Integrale, aber nicht, wie in (6), 
dreifache Integrale, sondern, da die Masse mir zwei- 
dimensional ist, Doppelintegrale, d. h. die X-Komponente 
der Anziehung einer auf einer Flache ausgebreiteten 
Masse ist: 



Auch hier fiihrt man den Begriff ,. Dichtigkeit" ein und 
versteht darunter bei gleichformiger (homogener) Massen- 
verteilung die auf der Flacheneinheit ausgebreitete Masse, 
oder, was dasselbe, den Quotienten aus einem beliebigen 
Massenteil, dividiert durch die zugehorige Flache. Fiir 
den Fall ungleichformiger Massenverteilung wird diese 
Definition, analog wie oben, dahin erweitert, daB, wenn 
Aft, die auf der Flache Ao ausgebreitete Masse bezeichnet, 
die Dichtigkeit *: gleich 

i- Ap 

lim - - 

Ao = AO 

ist oder 

(9) x = - , d/ii x do ; 

GJ 

und zwar wird x im allgemeinen fiir verschiedene Punkte 
der Flache verschiedene Werte haben. 

Durch Anwendung von (9) geht (8) in folgende Glei- 
chung iiber: 

(IV) 

Q 



und daraus erhalt man wieder die Y- und ^-Komponente 
der Anziehtmg, indem man f durch yy, resp. C 

ersetzt. 

Der Vollstandigkeit halber erortern WIT Imrz auch 
den weniger wichtigen Fall, daB die anzieliende Masse 
langs einer Linie ausgebreitet 1st. Man kommt auf diesen 
Fall dureh Betrachtung einer Masse, deren senkrecht zu 
einer gegebenen Kurve genommener Querschnitt sehr klein 
ist, indem man den Querschnitt uneadlich klein werden 
lafit, wahrend zugleich die Masse endlich bleibt. Die 
Dichtigkeit einer solchen eindimensionalen Masse wird 

definiert durcli 

JLI du, 



wo ds das Bogenelement der mit Masse belegten Kurve 
ist; und die Anziehungskornponenten ergeben sich. durch 
dieselben Betrachtungen wie bei anziehenden Flaohen. 
Das Eesultat unterscheidet sich von (8), resp. (IV) nur 
dadurch, daB, da die Masse nur eindimensional n ist, an 
Stelle der Doppeh'ntegrale einfache Integrate treten. Die. 
Z-Komponente der Anziehung wird hicr: 

fv( %} 

f-rr\ -y /' itv) I __Al____ L /J Q 

(V) A. i mi as , 

und analog Y und Z. 

Hiermit ist die Berechnung der Anziehungskomponentcn 
beliebiger Massen zuriickgef iihrt auf Aufgaben dei Integral - 
rechnung. 

Kapitel 2. 
Anwendimgen der allgomeinoii Formoln. 

Aufgabe 1. Anzietiung eines horaogenen Krciw- 
bogens auf einen Punkt, der senkrecht iiber dem 
Mittelpunkte des Kreises liegt. 

Wir treffen folgende Verfiigungen iibcr die Wahl doM 
Koordinatensyatems. Zum Anfangspunkt nchmen wir den 
Mittelpunkt des Kreises, die Ebene desselben zur 
a??/-Ebene; dann geht die 2-Achse durch den angezogenen 
Punkt A , und zwar netimen wir die Eichtung O A zur 
positiven ^-Achse. Die positive a?-Achse legen wir so, 
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daB sie durch die Mitte G des Kreisbogens DD l geht. 
Der Eadius des Kreises sei a, 2 ex. sein Zentriwinkel, .K die 
konstante Dichtigkeit der auf dem Kreisbogen ausgebreiteten 
Masse. Die Koordinaten eines 
anziehenden Punktes konnen 
wir dann, da derselbe auf dem 
Kreise mit dem Badius a liegt, 
so darstellen: 



? = , 

wahrend die des angezogenen 
Punktes 




Fig. 2. 



sind. Mithin ist nach (2) (S. 4) 

Q = y a 2 + s 2 
Ferner ist 

ds ad(p , 

und die Integration nach cp ist von cp a bis (p 
zu erstrecken. Bndlich ist K konstant, und daher folgt 
aus Formel (V): 

+ 



= fmxa 2 




7 fm x a 




Z = fmxa 



Die Ausfuhrung der Integration ergibt: 



X = 



fm x a? 2 sin <% 



_ 

- ^ - 



/'m x 



Wir wenden das Resultat auf deu speziellen Fall an, 
dafi der angezogene Punkt A in den Mittelpunkt 
des Kreises fallt, also 2 = ist. Dann wird 



Kreisbogen gehorige Sehne. Denkt man auf dieser So" 
eine Masse von der kpnstanten Dichtigkeit ausgebreil-^-t, 
so ist x2asmoi = Ji die Gesamtmasse dieser Sol 1*10. 
Beachtet man noch, daB a = OG, so ergibt die Wr- 
gleichung des Ausdrucks fur X mit dem Ausdruck I (H. *) 
das folgende Eesultat: 

Die Anziehung, die cin homogener Krcisbogeu stuf 
den Mittelpunkt des Kreises ausiibt, ist ziiioh 
Grofie und Eichtung gleich der Anziehung, wt*l'ho 
die Mitte G des Kreisbogens auf ansiiben wiirclo, 
falls in diejenige Masse ~jji konzentriert wird, wc*l<^u 
die zu dem Bogen gehorige Sehne haben wurl<>, 
wenn auf dieser Sehne Masse von dcrselbon J >!<.! i- 
tigkeit wie auf dem Kreisbogen hornogen vor( <*il< 
ware. 

Wir haben hier ein erstes Beispiel dafiir, da/3 itinu 
unter Umstanden die Anziehung einer nicht punktformiK " 
Masse durch die eines Punktes ersetzen kaiin. I >ns 
Eesultat des aUgemeinen Palles unserer Aufgabc (z ' . - <) 
laBt eine so einfache Deutung nicht zu. 

,-/ > Aufgabe 2. AnzicJi n 11 K 

einer homogoncn geni-dl i iii - 
gen Strecke. 

Es sei 'EG die an/iohotuio 
Strecke, A der angezogenc Tail k (., 
der auBerhalb BG lic,go, AO das 

k von A auf B G gef allto Lot. 1 ,< *^c j i 

jj ' c wir das KoordinatciisyHto.ni 

Fig. 3. daB dor AnfangHpunkt iwl., 

lan gs der a!-Aolm licgt, A 
positive y-Achse ist, so haben wir in (V) : 

a> - , z = , y > ; ?/ = , "c == , 

f von verschieden: 
ferner 



Kap. 2. Spezielle Aufgabeu fiber Anziehxtng. 
und da die Dichtigkeit konstant ist, so wird 



(a) 




3 J 



dabei siud init 6 und c die Abszissen der Punkte B und (7 
bezeichnet. 

Wir wenden diese Formeln zunachst auf den Fall an, 
daB A in fallt, also y ist, und setzen voraus, dai3 6 
niclit auf B selbst liegt, sondern in dessen Verlangerang. 
Dann liaben 1) und c dasselbe Zeichen, und zwar mogen 
1) und G positiv sein und & < c . Ferner geht ]/ * -f 3/2 
in -|-f iiber, und aus (a) folgt: 



Das Eeaultat (b) lafit sicbi folgendermaBen deuten: 
c 1) M die Lange, x(c fc) die Masse von B(7, die wir 
mit /-* bezeicliuen wollen. Setzen wir ferner l)c = r 2 , so 
liat X die Form von (I), S. 3, und zugleich ist X die 
gauze, anzielieude Kraft. Soniit 

kann die Anziehung, welcne eine homogene gerade 
Strecke B C auf einen in ihrer Verlangerung gelegenen 
Ptinkt A ausiibt, ersetzt werden durcn die Anziehung, 
die cin Punkt I) auf A ausiiben wiirde, wenn man 
in .7) die Masse /i der Strecke B G konzentriert denkt. 
Der Punkt I) ist dadurch bestimmt, daB AD die 
niittlere Proportionale von AB und AC ist. 

Audi in dem allgemeinen Falle, wo y von Null ver- 
schiedcn ist, lasson sicli die Integrationen in (a) leicnt 
ausfiiliren. Dock lassen die sich so ergebenden Eesultate 
eine einfache Deutung erst nacli einer umstandliehen 
Trtinsformation zu. Wir erledigen dalier die Aufgabe 
dnroli folgende geometrisclie Betrachtung. Wir verbinden 
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A mit B und und sehlagen urn A mit AO als R 

einen Kreisbogen, der J.5 und AC in B' und 0" sclm 

moge. (Ob O innerhalb 
aufierhalb B G liegt, it 
diesem Palle gleichgultig.) 
betrachten ein Linienelc 
MN von BO. Schneider 
AM und AN den um j. 
schriebenen Kreis in M ' ur 
so vergleichen wir die Ar 
ung, welche einerseits da 
nienelement MN, andere 
das Bogen element M / N / t 

ausiiben, falls beide Elemente mit Masse von ders 

Dichtigkeit K belegt sind. __ 

Die Anziehung, welche MN auf A ausiibt 

nacli (I), S. 3 



K 




AM 2 



wahrend A von dem Bogeu M'N' mit der Kraft 



angezogen wird, und If ist von A nacli M , K' vc 
nach M' gerichtet; beide haben also dieselbe Itichl 
Zur Umformung des Ausdrucks fiir K beschreiben 
noch mit A M um A einen Kreisbogen, der A N in N u ti 
Den unendlich kleiuen Kreisbogen MN^ lioniien wi) 
geradlinig und, da der Bogen auf dem Eadius sonki 
steht, als Projektion von MN auf die Tarigente 
Kreises AM ansehen. Es ist daher 



MN = MN- cos(NMN (} ] = MN sin(AMO) , 

da A MO der Komplemeritwinkel von NMN (} iwt 
ferner MN und M'N' Bogen kouzentrischer Kreine t 
die zu demselben Zentriwinkel gehoreu, so verhaltci 
sich wie die Eadien, d. h. 



AM 

A T\~f 
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Setzt man die beiden Ausdriicke fur M JV einander 
, so folgt 



AM''&in(AMO) ' 
Die Einsetzung dieses Ausdrucks in (c) gibt 

fm K M^N' 



' AM'-AM>BW(AMO)- 

da AM smAMO = AO = AM' ist. Die Vergleichung von 
;d) und (e) zeigt, daJ3 K = K' ist. Zugleich haben K und K f 
dieselbe Eichtung. Man kann daher die Anziehung, die 
das Linienelement MN auf A ausiibt, ersetzen durch die 
Anziehung des Bogenelements M'N' ; und das gilt von 
jedem Linienelement von BG. Nun ist die Anziehung, 
die B G auf A ausiibt, die Eesultierende der Anziehungen 
aller-Linienelemente von BG, oder, da man jedes Linien- 
eleinent von BC durch das entsprechende Bogenelemeut 
von B'C' ersetzen kann, gleich der Anziehung, welche 
der Bogen B'O' auf A ausiibt. 

Eesultat. Die Anziehung, welche eine homogeue 

gerade Strecke auf einen auBeren, nicht in ihrer Ver- 

langerung gelegenen Punkt ausiibt, ist gleich der 

Anziehung eines mit Masse von derselben Dichtigkeit 

' gleichformig belegten Kreisbogens; letzterer gehort 

dem Kreise an, der den angezogenen Punkt zum 

Mittelpunkt hat und die Strecke oder deren Ver- 

langerung beruhrt, und er wird aus diesem Kreise 

durch die Verbindungslinien des angezogenen Punktes 

mit den Endpunkten der Strecke ausgeschnitten. 

Danait ist die Berechnung der Anziehung, welche eine 

homogene Strecke ausiibt, zuruckgefuhrt auf die Berechnung 

der Anziehung, welche ein hornogener Kreisbogen auf den 

Mittelpunkt des Kreises ausiibt, uud letztere Anziehung 

ist nach Aufgabe 1 bekannt. 

Aufgabe 3. Anziehung einer homogenen Kreis- 
flache auf einen Punkt, der senkrecht uber ihrem 
Mittelpunkte liegt. 

Wir legen den Koordinatenanfangspunkt in den 
Mittelpunkt des Kreises und nehmen die Ebene des Kreises 
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zur fl?y-Ebene. Der angezogene Punkt A liegt danu auf 
(positiven oder negativen) s-Aclise; seine Koordinnten si 

, y = : z^kQ . 

Die Koordinaten eines anzielienden Punk-tes Bi 
wenn wir in der suy-Ebeue Polarkoordmatcn einfu 

= f cos<p , i] = r sin 95 , =- , 
Nacli (2), S. 4, ist daher 



und das Flaohenelement der anzielienden Fliic.hc ist 
do = rdrdy . 

Nach. (IV), S. 9, ist dalier, da die Diohtig'kcsit x koii 
stant ist, 



und da die Integrate uber eiue Kreiwi'achc zu 
sind, so sind dio Grenzen und 2n in bo/ug siul 
und R in bezug auf r , unter 7\, der Radius dcs 
vcrstanden. Die Ausfulirung der Tiitcgralioii iiach (j 



T ^ () y _ 

-i.V. U , .1 




/' m x 2 n 



Was den hier aui'treteiiden Auwdrack \ ! z* hrl-ri i*n . 
so ist zu beacliteii, daB die Quadratwurxel aus dcm .A UK- 
druck fur g herriilirt, und daB ^ den abHolutcn A.hai-,si,iu| 
zweier Punkte ausdriickt Die im Ecsultut aun,ro.tii<J.cii 
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den Index -\- , im zweiten den Index 
so erhalten wir 
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folgt, daB fur gleiche absolute Werte von z 
Lomponenten Z + und Z_ gleiche absolute Werte, aber 
'gcn&'esetzte Vorzeichen besitzen, ein Eesultat, das 
aucli oline jede Bechnung hatte voraussehen konnen. 
Die vorstelienden Ausdriicke zeigen ferner, daB, wenn 
.ngexogene Punkt A sich dem Mittelpunkte des Kreises 
I't, wenn also z = wird, die -Koniponente der An- 
, n F J 1 ^ '! 1 ^ verschwindet, daB aber Z + und Z _ einem 
Grenzwerte zustreben, und zwar wird 

-=+/ 



ilmkon-tinuierliclie Anderung von Z beim Durchgaug 
Punktes durch die anzieliende Flache 1st; 
eines spater zu beweisenden allgemeinen 

'H. 

Wir untersuclien nocli, welchen Wert die Anziehungs- 
xnicnto 25 liat, wenn der angezogene Punkt A , statt 
allintililicli dem Kreisraittelpunkte zu nahern, von 
icroiii :fest in liegt. In diesem Falle miissen wir, 
1. 1 niclit der anziehenden Masse angehort, den 
t (> (lurch eine kleine Kurve einscblieBen und die 
hall) <iiewo.r Kurve gelegene Masse von der anziehenden 
: aiis.sf.JilieBen. Dann liegt die anzieliende Kraft, 
ic ir/i'oiul ein Massenelement auf ausiibt, ganz in 
// t'lhcrie, dasselbe gilt daher auch fiir die resultierende 
iiuajj.- itller Elemente, d. h. die ^-Komponente der 
n(an-/;it'.liiirig verschwindet ; und dieses Resultat bleibt 
IHMI, \vt v iiri die den Punkt umgebende AbschlieBungs- 
1 inum-.r Icleiner nnd kleiner wird, gleichgiiltig, welehe 
ill sic' hn-lte; d. h. es ist in diesem Falle Z = Q. 
/<us;i ti5. DaB die zur -Achse senkrechten Kompo- 
n (it>r Arixielning X und Y versohwinden, kann man, 

iniM'ri ii. 'I'hforte <las Pot.outiala T. 2 




Fig. B. 



tjrii.eum;u. loiuu. jj u.u. a^ /j.v^ x. u.^^^ 
innerhalb des Kreises, die mit in einer Geradeu liegei 
und von gleiclien Abstand liu/ben, so 1st AJ1 = AH' 
Dalier sind die anziehenden Kraft< 
K und K', welche zwei bei B , resp 
B' liegende gleiche Flachenelement< 
au A ausuben, gleich groB; und di< 
eine 1st von A nach B , die an den 
von A nach B' gerichtet. Zerlegei 
wir nun sowohl If, als K' in je zwe 
Koniponenten, deren eine in AO fallt 
wahrend die andere zu AO senkreoli 
steht, so haben, da < BAG = B'A(. 
ist, die bei den zu AO senkreclitei 
Komponenten gleiche GroBe und ent 
gegengesetzte Bichtung, heben sic] 
also aui, wahrend die in AO fallenden Komponenten gleich 
Grofie und gleiclie Eichtung haben, also zu addieren sind 
Das gilt fiir beliebige Punktepaare B ,' B' . Also bleib 
auch fiir die Gesamtanziehung der Kreisflache nur ein 
Komponente langs AO iibrig. 

Aufgabe 4. Anziehung einer homogenen Kugel 
flache. 

a) Vorbereitung. (Formeln uber raumliche Polai 
koordinaten.) Wir benutzen zur Losung der Aufgab 
ranmliche Polarkoordinaten. Bei diesen wird die Lage eine 
Punktes dargestellt durch seinen (absolut zu rechnender 
Abstand r vom Anfangspunkte , durch den Winkel $ 
den r mit einer durch gehenden Achse (wir wahle 
dazu die 3-Achse) bildet, endlich durch den Winkel 99 
den die durch r und die s- Achse gelegte Bbene mit eine 
festen durch diese Achse gehenden Ebene (hier der ##-Eben< 
einschliefit. Zwischen den rechtwinkligen Koordinate 
a , y , is und den Polarkoordinaten r , $ , 99 desselbe 
Punktes bestehen die Gleichungen: 

(1) a? = r sin$ 0089? , y = r sin$ sin 9? , z r cos^ 1 . 

Denn die ^-Koordinate von P, OQ = PL, ist die Prc 
jektion von OP auf die ^-Achse, also = rcos^. (Ft 
negative z wird der Winkel & ein stumpfer.) Die o?-Koord 
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tw, 

V 



nate von P ist die Projektion OB von OP auf die a?-Aclise. 
Diese kann man daduroh erhalten, daB man OP zuerst 
auf die a?j/-Ebene projiziert und die Projektion OL anf 
die flj-Achse. Nun ist 




Fig. a 



= PQ = 
und 

OJS = OL- cos 97; 

denn Winkel EOL ist 
der JSTeigungswinkel 9? 
der Ebenen zOP und 
# so ; mitbin ist 

x = rsin$ 00393 , 

und analog ergibt sicli 
die Formel fur y . 

Urn alle Punkte des Eaumes zu erbalten, mufi man 
r von bis oo , $ von bis % , <p von bis 2 TT variieren 
lassen. Ist r konstant, so erhalt man durch Variation 
von $ und <p alle Punkte einer urn mit dem Radius OP 
beschriebenen Kugel. ISTennt man 
den Punkt 2, in dem die posi- 
tive 0-Achse die Kugel schneidet, 
den Pol, so ist, da man den Win- 
kel z OP = $ durch den zuge- 
horigen Bogen z P ersetzen kann, 
$ der Polabstand des Punktes P, 
wahrend der von den Bogen zP. 
und zoo (oo ist der Schnittpunkt 
der Kugel mit der aj-Achse) ein- 
geschlossene Winkel = 9? ist. Die 
Bestimmung der Lage eines Kugel- 
punktes P durch $ und 9? entspricnt der Bestimmung 
eines Punktes der Erdoberflaebe durcb geograpbische 
Lange (9?) und Breite ( n &) . ttbrigens ist 

(2) PQ ~ rsin$ 

der Eadius r^ des durch P zur a?7/-Ebene gelegten Parallel- 
kreises, und 9? ist zugleich der Zentriwinkel PQP Q dieses 
Parallelkreises, wenn der Parallelkreis den grofiten Kugel- 
kreis zoo in P trifft. 




Pig. 7. 
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Als Flachenelernent der in Eede stehenden Ki 
nelimen wir die Flache, die begrenzt wird von zwei 
endlicb nahen Meridianen P 8 , P' S' und zwei unend 

nahen Parallelkreisen PP' , S 
Der Bogen des Meridians ist: 

z P = r $ , mithin P S = r 

Der Bogen des Parallelkreises 
wenn r : sein Eadius, 

P p = ri <p , also PP' = r, < 
und da nach. (2) 



so ist 



Da Meridiane und Parallelkreise sich senkrecht schnei( 
so ist das Flachenelement der Kugel 



d. li. 

(3) 




do = 



Fur spatere Anwendungen kniipfen wir hieran gleich 
Ausdruck fiir das Volumenelement. Verbinden wir 
Punkte P, P', S, 8' der urn mit dein Eadius r 
scliiiebenen Kugel mit und yerlangern diese Bad 
bis sie eine konzentrische Kugel vom Eadius r + dr r 
in den Punkten P 1 , Pi , 8 : , Si schneiden, so bilden d 
vier Punkte die Bcken eines Flachenelements der Ki 
r.+ dr; und das zwischen den Flacnen PSS'P' 
P^SiSiPi liegende Volumen ist das Volumenelement 
Wir konnen dasselbe, da alle Eadien die Kugel senkn 
sclineiden, als ein Parallelepipedon ansehen, dessen Gri 
flache PSS'P'=do und dessen Hohe =dr ist; mr 
ist das Voluraea: 

(4) dv = 



b) Losuug der Aufgabe. 

Wir legen ein Koordinatensysteni zugrunde, dei 
Anfangspunkt im Kugelmittelpunkte liegt, und del 
positive i2;-Achse durch den angezogenen Punkt A g 
der seinerseits auBerhalb oder innerlialb der anzielien 
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und 



2Ez 
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demnach 



(R cos# si) R 2 sin$ dft R fR 2 z* p 2 , 

CiQ 



2z 2 Q* 

%/ 

R \ R 2 z* J _ R R 2 z 2 + Q* 



2-L e ^*J~ 2^ 2 ' e - 

JB 2,R* 2Rzcos{)' R 2 



Setzt man fiir ft die Grenzen und n ein, so wird 

,-,-n (7 y - 

(11) Z = f 



Betreffs der Wurzeln 1st wieder zu beacliten, < 
dieselbeu die positiven Wurzelwerte bezeiclinen. Da 
1st, da e positiv ist, 



]/ JB 2 + s 2 + 2 E z = R + , 

der erste Summand in der Klammer ist also 1 . I 
zweite Wurzel aber hat einen Yerschiedenen Wert, 
nachdem z > R oder g < R ist. Ist zunachst z > R , d. 
liegt der angezogene Punkt auBerhalb der anziehenc 
Kugelflaclie, so ist der positive Wert von 



d. li. es ist 

R z 



und daher wird 



Ist dagegeu < R , so ist ]/J2 s + 2 ~ . 

der Klammer in (11) ist also der Minuendus sowohl, 

der Subtranendus = 1 , dalier die Differenz = , und 

(13) = (zo 

Zur Deutung des ersteii Eesultats miissen wir 

ar>"h-fon rlo.R A TT J?2 /^o-r- T?ln - /^i/^^1,^14- J TT,, ^,^14:1^ 
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K 4 n E 2 also die gesamte auf der Kugelflache ausgebreitete 
Masse 1st. Bezeichnen wir letztere mit /.. , so ist nach (12) 

(12.) * 

Da X = und T = ist [Gleichung (10)] , so folgt 
aus dem negativen Vorzeichen von. Z , daB die ganze 
Kraft die Eichtung der negativen 2-Achse hat, also von 
A nach dem Kugelmittelpunkte gerichtet ist. Abgesehen 
von diesern Vorzeichen, ist der Ausdruck (12 a) fur Z der- 
selbe, wie der, den das Newtonsche Gesetz fiir die An- 
ziehung zweier Massenpunkte und A mit den Massen ju 
und m und dem Abstande z ergibt. Wir haben also 
den Satz: - 

Die Anziehung, welche eine homogene Kugelflache 
auf einen auBeren Massenpunkt A ausiibt, ist nach 
GroBe und Eichtung gleich der Anziehung, welche 
die im Mittelpunkte der Kugel konzentrierte Masse 
auf A ausiiben wiirde. 

Das zweite Eesultat, daB fiir z <R .3T = , T = , 
Z ist, enthalt den Satz: 

Eine homogene Kugelflache iibt auf einen im 
Innern gelegenen Massenpunkt gar keine Anziehung 
aus. 

Zusatz. Zur Ableitung der Eesultate war eine be- 
sondere Lage des Koordinatensystems zugrunde gelegt. 
Hinterher kann man von dieser abstrahieren und zur Be- 
rechnung der Anziehung, welche die Kugelflache auf einen 
auBeren Punkt ausiibt, einfach die Formeln (la), S. 5, 
anwenden, indem man darin fur ,??, die Koordinaten 
des Kugelmittelpunktes , fiir ^ die auf der Kugelflache 
ausgebreitete Masse setzt. 

c) Geometrische Ableitung des Satzes, daB 
eine homogene Kugelflache auf innere Punkte 
keine Anziehung ausiibt. 

ifv! Fur das zweite der obigen Eesultate wollen wir noch 
einen einfachen, von Newton herriihrenden Beweis geben. 
Wir betrachten zu dem Zwecke ein Flachenelement do 
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andeuten. Dies Element iibt auf .A eine Anzielmng a 
die von A nach B gerichtet, und der en GroBe 

fmxdo 

Ji ~ 



AB* 

ist. Wir verbinden nun alle Punkte des Unifanga vou 
rnit A und verlangern diese Linien bis zum abermali{ 
Schnitt mit der Kugel, wodurcli auf dieser cin zwei 
Flachenelement do' (in der Fij 
B'O'} ausgeschnitten wird. Dasse 
iibt auf A die Anziehung 

,_ fmxdo' 

~ ZIP- 

aus, und zwar ist diese von A nach 
gerichtet. K und JL' haben also e 
gegengesetzte Eichtungen; koni 
wir noch zeigen, dafi beide gleicl 
absoluten Wert haben, so heben 
sich gegenseitig auf; und gilt < 
fiir zwei beliebige Elemente do und do', die aus 
Kugel durch einen Kegel von sehr kleiner Offnung ] 
dem Scheitel A und seinen Scheitelkegel ausgeschnit 
werden, so heben sich die von alien Elementen 
Kugelflache auf A ausgeubten Anzieliungen gegense] 
auf, die Kugelflache iibt daher auf A gar keine Anzieln 
aus. Es koinmt also darauf an, nachzuweisen, dafi 




(14) 



do 



do' 



AW AB 



72 



ist. Dazu verlangern wir den Kegel, der A mit d 
TJmfange von do verbindet, bis er eine urn 'A mit d 
Radius AB beschriebene Hilfskugel trifft, aus der er 
Flachenelement d<o (in der rigur BD) ausscbneidet. Ebe: 
betrachten wir das Element da>' (in der Figur B'l 
das der Scheitelkegel jenes Kegels aus einer mit A 
um A besenriebenen Hilfskugel ausschneidet. Da 
KugeLradius auf der Kugelflache senkreclit steht, so koni 



betrachten und haben dalier 

dco = do - cos (do , dco) , 

wo (do , dco) den spitzen Winkel zwischen den Flachen- 
elementen do und dco bezeicb.net. Dieser Winkel ist der- 
selbe wie der, den die Normalen beider Blemente bilden, 
also (do , dco) = ABO , daher 

dco = do cosAjBO do 



-- > . ^s 
cos(ABO) 

Analog folgt 

a / " 



Die Winkel ^1J50 und AB'O sind aber gleieh, also ist 

do flJco 



(15) 



do' dco' 



Ferner sind dco und dco f solche Stiicke zweier kon- 
zentrisclien Kugeln, die von demselben vom Mittelpunkte 
ausgehenden Kegel ausgeschnitten werden, und verhalten 
sich daner wie die Quadrate der Badien, d. h. 



(16 > M AB" 

folglich wegen (15) auch 

(17) 



do' 

womit (14) bewiesen ist.. Damit ist auch das an die 
Spitze gestellte Eesultat abgeleitet. 

Aufgabe 5. Anziehung einer von zwei kon- 
zentrischen Kugeln begrenzten homogenen Masse. 

Die Losung dieser Aufgabe ergibt sich unmittelbar 
aus der der vorhergehenden. Denken wir uns namlich zu 
den gegebenen Kugeln alle moglichen konzentrischen kon- 
struiert und nennen die von zwei unendlich nahen kon- 
zentrischen Kugeln begrenzte Schale eine Elementarschale, 
so konnen wir jede Elementarschale als eine gleichformig 
mit Masse belegte Kugelflaehe ansehen. Liegt nun der 
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angezogene Punkt im inneren hohlen Baume, 1st also sein 
Abstand vom Mittelpunkte kleiner als der Radius der 
inneren Grenzflache der Masse, so ubt keine der Elemen- 
tarschalen ein Anziehung auf den Punkt aus, mithin 
atich nicht die ganze Schale. 

Liegt ferner der angezogene Punkt im AuBenraume, 
ist also sein Abstand vom Mittelpunkte grofier als der 
Badius der auGeren Grenzflache, so konnen wir die An- 
ziehung jeder einzelnen Elementarschale ersetzen durch 
die Anziehung des gemeinsamea Mittelpunktes, darin die 
Masse der betrcffenden Elementarschale konzentriert ge- 
dacht. Mithin konnen WIT auch die Anziehung der ganzen 
Sohale ersetzen durch die Anziehung des Mittelpunktes, 
darin die ganze Masse der Schale vereinigt gedacht. 

Diese Argumentation bleibt auch fur den Fall giiltig, 
dafi fur die verschiedenen Elementarschalen die Dichtig- 
keit fc nicht mehr denselben Wert hat, falls nur in jeder 
einzelnen Elementarschale 7c konstant ist, d. h. : 

Die fur eine anziehende Kugelflache, S. 23, ge- 
fundenen Eesultate gelten auch fiir eine von zwei 
konzentrischen Kugeln begrenzte raumliche Masse, 
falls die l)ichtigkeit entweder konstant oder eine be- 
liebige Eunktion des Albstandes r vom Kugelmittel- 
punkte ist. 

Analytisch hatte sich das Eesultat in ahnlicher Art 
ergeben wie das der Aufgabe 4. Man hatte zu dem 
Zwecke nur dieselbe Lage des Koordinatensystems wie in 
jener Aufgabe wahlen, dann in den Ausdrucken fiir X, J, Z 
das konstante B durch den veranderlichen Abstand r 
eines Massenelements vom Mittelpunkte ersetzen und an 
Stelle des Flachenelernents do [Gleichung (8), S. 21] das 
Volumenelement dv [Gleichung (4), 8. 20] nehmen miissen. 
An Stelle der Doppelintegrale wurden zugleich dreifache 
treten, in denen die Grenzen fur $ und 9? dieselben waren 
wie oben S. 21, wahrend nach r von J5 bis E t zu inte- 
grieren ware, unter E Q und R die Eadien der die Masse 
begrenzenden Kugeln verstandea. 



Kapitel 3. 

Einfiilirung des Potentialbegriffs. Mveauilachen und 
Kraftlinien. 

a) Das Potential. 

Lagrange hat zuerst die Bemerkung gemacht, daB 
die durch die Formeln (la) und (II), S. 5 u. 6, bestimmten 
Anziehungskomponenten sich als die partiellen Differen- 
tialquotienten einer und derselben Funktion nach den 
Koordinaten des angezogenen Punktes darstellen lassen, 
und Laplace hat dies Eesultat auf die Formeln (III), 
(IV), (V), d. h. auf die Anziehung beliebiger Massen aus- 
gedehnt. 

Wir betrachten zuerst die Anziehung zweier Massen- 
punkte aufeinander. Die Anziehungskomponenten sind in 
diesem Falle durch die Formeln (la), S. 5, dargestellt. 
Aus der Gleichung (2), S. 4, folgt nun: 

do; dx Q ' ' ... 

al 1 de 

dx Q 2 dx Q S 

und ebenso 

Q V) ~ y Q 



6y Q a ' dz Q s ' 

Die Ausdriicke (la) nehmen daher, wenn man die kon- 
stanten Faktoren unter das Differentiationszeichen setzt, 
die Form an : 

>-i 



, , 

/ ' oy \ Q / ' dz \ Q 

Fur die Anziehung beliebig vieler diskreter Massen- 
punkte ist nach (II) 



. . 

(lib) X = 



cmrcn v ertauscnung von t h una x miu rj h una y , resp. nut 
ft und # . Da durch diese Vertauscliung der Ausdruck 



nicht geandert wird, so existiert auch hier eine Funktion, 
deren partielle Ableitungen nacli so, y, m die Anziehungs- 
komponenten darstellen. 

Fur den Fall einer irgend einen Baum kontinuierlich 
erfiillenden Masse haben wir nacli (III), S. 8: 




In dem rechts stehenden Integral sind | , 77 , die Inte- 
grationsveranderlichen, x , y , z aber variable Parameter. 
!N"un wird ein bestimmtes Integral naab einem Parameter 
differentiiert, indem man die zu integrierende Funktion 
differentiiert, vorausgesetzt , daJB der Parameter niclit in 
den Integrationsgrenzen auftritt. Dieser Satz kann hier 
angewandt werden, da die Integrationsgrenzen nur von 
der anziehenden Masse, nicht aber von der Lage des an- 
gezogenen Punktes abhangen. So erhalten wir, da auch 
Tc nur von ^ , 77 , , nicht aber von x , y , z abhangt : 

(nib) z = - 



und T , resp. Z ergeben sich ebenso als die partiellen Ab- 
leitungen des in der Klammer stehenden Ausdrucks nacli 
y , resp. 2 . 

Analoges gilt endlich anch fur anziehende Flachen 
und Linien. 

In alien Fallen existiert also eine Funktion V von 
der Beschaffenheit, daJ3 

dV dV dV 

1 



ist*), und zwar ist fiir anziehende diskrete Massen 
punkte 



fur anziehende raumliche Massen 

m\ 77 / fff 

(B 3 ) v = fm 

./././ 

fiir anziehende Flachen 

/T) \ T7- r 

(B 3 ) V*=f 



fur anziehende Linien endlich 

/TJ \ -f T n I % O/S 

(-B J V = / m I . 

J e 

Fiir die hier auftretende Funktion hat Gaufi (1839) 
den Namen Potential eingefiihrt, Green . hatte dafiir 
(1828) die Bezeichming ,,Potentialfunktion" vor- 
geschlagen. Da die Greensche Abhandlung, -wenn auch 
fruher verfaflt als die GauBsche, erst viel spater allgemein 

I bekannt gewoiden ist, so hat sich der Name Potential 
eingebiirgert. 

In ahnlicher Weise wie die den Koordinatenachsen 
parallelen Kraftkomponenten X, 7, Z hangen auch 

j die nach beliebigen Bichtungen genomnaenen Kraftkom- 

: *) In manchen Abhandlungen und Lehrbiichern findet man 

| statt der Formeln (A) die anderen: 

i (An x = Y = j-Z 7 ~ py 

dx ' By ' dz ' 

wahrend doch V durch die Gleichungen (BJ (B 4 ) bestimmt wird. 
Der Grund ftir diese Abweichung ist entweder der, dafi man 
statt der anziehenden Kraffce abstoisende betrachtet. Fiir 
i diese gelten die Gleichungen (A'), wenn man in (BJ (BJ f als 
positiv annimmt. Oder aber man mufi, wenn man die Glei- 
chungen (A') auf anziehende Kraffce anwendet, das Vorzeichen 
der Kraftkomponenten abweichend von der in der Mechanik ge- 
brauchlichen Definition festsetzen (vgl. die Anmerkung S. 4). Bei 
der S. 4 iiber das Vorzeichen der Kraftkomponenten getroffenen 
Festsetzung sind fiir anziehende Krafte nur die Gleichungen (A) 
richtig, nicht die Gleichungen (A x ). 



auf einen Massenpunkt A ausgeubte Jlralt, K s die nacn. 
der Eicbtung s genommene Komponente dieser Kraft, 
so ist: d 

(A") Z. ^ . 

Die Eicbtigkeit der Gleicbung (A") ergibt sicb ani ein- 
faclisten durcb folgende tfberlegung. In den vorber- 
gebenden Erorterungen war die Lage des Koordinaten- 
systems ganz beliebig. Legt man dasselbe so, daJ3 die 
Rlcbtung von ds in die a?-Acbse iallt, so ist K 8 = X und 

dV dV 
zugleicli -= = -TT ; die Einsetzung dieser Ausdriicke in 

e OS COS 

die erste Gleichung (A) gibt sofort (A"). 

Wir geben noch eine andere Ableitung von (A^). Da 
7 direkt nur von oe , y , z abbangt, von s nur insofern, 
als. oo , y , selbst sicb mit s andern, so ist 



4. 



ds 



-7- J. 



. 

ds ds 



Nun ist, da JT , Y , Z die den Acnsen parallelen Kompo 
nenten der anziehenden Kraft K sind, 



wo (JT, a?) den Winkel bezeiobnet, den K mit der posi- 
tiven a-Acbse bildet usw. Fernei ist dco die zur Ande- 
rung ds von s geborige Anderung von a? , d. b. dec ist die 
Projektion von ds auf die a?-Acbse, daber mit analoger 
Bezeichnung der Winkel 

dw . dy ,, . d ._ . 

= cos(ds , 0) , -^ = cos(^5 , y) , = cos(d!s , *) , 

weiter 



' 



a?) cos(d!s , a?) + cos(J5T , 2/) cos(^s , y) 
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und Kcos(K, ds) ist die der Eichtung von ds parallele 
Kraftkomponente K s . 

b) Niveauflachen und Kraftlinien. -Das Poten- 
tial V ist eine Funktion der Koordinaten des angezogenen 
Punktes, die im allgemeinen beim tJbergang von einem 
Puukte P zu einem anderen P l ihren Wert andert. Doch 
wird es gewisse Punkte geben, in denen V denselben 
Wert wie in P hat. Ist dieser Wert V , so stellt die 
Gleiohung 

(1) 7=7 

[wie jede Gleichung von der Form f(x , y , #) = konst.] 
eine Flache dar, die diejenigen Teile des Eaumes, in denen 
V < V ist, von denen trennt, -fur die V > T 7 ist. Bine 
solche Plache heifit eine Niveauflache oder Aqui- 
potentialflache. Sie hat die Bigenschaft, daB 

die Eichtung der Kraft iiberall auf der Mveau- 
flache senkrecht steht. 

Denn ist P ein Punkt der Mveauf lache , ds ein vOn P 
ausgehend.es Bogenelement der Plache, so ist einerseits 

o 

^ ) 



5 
OS 

da V beim Portgang auf der Flache seinen Wert nicht 
andert. Andererseits ist 

dV 

-; = K cos(K , ds) , 

6s 

und da K fur Punkte aufierhalb der anziehenden Masse 
im allgemeinen nicht verschwinden kann, so muB 

cos(2T, ds) = 

sein, d. h. die anziehende Kraft steht im Punkte P senk- 
recht auf alien von P ausgehenden Bogenelementen der 
Mveauflache, hat also die Eichtung der Normale N 
jener Flache. 

dV . 

BN 

stellt daher die ganze Kraft dar. 

Erteilt man in der Gleichung (1) der Konstante V 
andere und andere Werte, so erhalt man ein System von 




Diese bilden, als nur von einem Parameter abhangig, eiae 
einfaeh unendliche Schar. Zwei Flachen der Schar konnen 
sich, da sie zu verschiedenen Werten von F gehoren, 
nie schneiden. Diejenigen Kurven, welche alle Flachen 
der Schar senkrecht schneiden, haben die Eigenschaft, daB 
jede Tangente an eine dieser Kurven die Bichtung der 
Normale der durch den Beruhrungspunkt gehenden Mveau- 
flache und damit die Bichtung der auf den Beruhrungs- 
punkt ausgeubten Kraft hat. Jene Kurven heiJ3en daher 
Kraftlinien. Wir konneii uns eine Kraftlinie folgender- 
maBen entstehend denken: Wir gehen von einem Punkte j? 
einer Mveauflache in der Bichtung der Flachennormale 
bis zum Schnitte Q dieser Flachennormale mit einer zweiten 
Mveauflache, von Q langs der Flachennormale der zweiten 
Mveauflache zu einer dritten Mveauflache, die von der 
zweiten Normale in R getroffen werden rnoge usf. Lassen 
wir dann die einzelnen Mveauflachen einander unendlich 
nahe riicken, so geht die gebrochene Linie PQR... im 
Grenzfalle in die gesuchte Kurve Tiber. 

c) Einfache Beispiele fiir Niveauflachen und 
Kraftlinien. 

1. Fiir einen einzelnen anziehenden Massenpunkt ist 
nach (B a ) S. 29 

Y = fm,u 

Die Mveauflachen Q konst. sind daher konzentrische 
Kugeln, die den anziehenden Punkt zum gemeinsamen 
Mittelpunkte haben; die Kraftlinien sind die Kugelradien. 

Dasselbe Besultat gilt fiir eine anziehende homogene 
Kugel, da man nach Aufgabe 5, Kap. 2, deren Anziehung 
durch die des Mittelpunktes ersetzen kann. 

Auch fiir die Anziehung zweier oder mehrerer diskreter 
Massenpunkte erhalt man die Gleichung der Mveauflachen 
unmittelbar aus der Formel (B^. 

2. Die Mveauflachen einer anziehenden homogenen 
geraden Strecke ergeben sich ohne Bechnung durch folgende 
tTberlegung. ISTach Aufgabe 2, Kap. 2, kann man die An- 
ziehung, welche die Strecke B C auf den Punkt A ausiibt, 
ersetzen durch die Anziehung des homogenen Bogens B'O' 



(s. Fig. 4, S. 14), letztere, nach Aufgabe 1, Kap. 2, wieder- 
um durch die Anziehung, die eine gewisse, in der Mitte 
des Bogens konzentrierte Masse auf A ausiibt. Die von 
BO auf A ausgeiibte Kraft ist daher nach der Mitte des 
Bogeus B'C' gerichtet und halbiert den Winkel B' AG' , 
der niit dem Winkel BAG identisch ist. Fur jede Lage 
des Punktes A hat also die wirkende Kraft die Eichtfmg 
der Halbierungslinie des Winkels BAG. Andererseits hal- 
biert die Normale derjenigen durch A gehenden Ellipse, 
welche B und C zu Brennpunkten hat, den Winkel BAG. 
Jede in irgend einer durch BG gelegten Ebene liegende 
Ellipse, die B und G zu Brennpunkten hat, steht also senk- 
recht auf der Kraft, die von BG auf einen Punkt der 
Ellipse ausgeiibt wird. Durch Eotation dieser Ellipsen um 
BG als Achse entstehen verlangerte konfokale Kotations- 
ellipsoide, und da die Normale einer Eotationsflache zu- 
sammenfallt mit der Normale ihrer Meridiankurve , so 
stehen auch alle genannten Eotationsellipsoide auf der 
wirkenden Kraft senkrecht und sind somit die gesuchten 
Mveauflachen. 

Die Kraftlinien sind in diesem Falle ferner solche 
Kurven, welche in einem beliebigen Punkte P die Halbie- 
rungslinie des Winkels BAG zur Tangente haben. Diese 
Eigenschaft haben alle Hyperbeln mit den Brennpunkten 
B, G, und dafi diese Hyperbeln die vorher betrachteten 
Ellipsen mit denselben Brennpunkten und somit auch die 
Niveauflachen senkrecht schneiden, ist ein bekannter Satz 
aus der Lehre von den Kegelschnitten. 

Eesultat. Die Mveauflachen einer anziehenden 
homogenen geraden Strecke BG sind konfokale ver- 
langerte Botationsellipsoide, die die Endpunkte der 
Strecke zu Brennpunkten haben; und die Kraftlinien 
sind Hyperbeln mit denselben Brennpunkten, die in 
den durch BG gelegten Ebenen liegen. 

d) Allgemeine Bestimmung der Kraftlinien. Ist 
das Potential V der anziehenden Masse bekannt, so kennt 
man auch die Eichtungskosinus der Normalen einer be- 
liebigen Niveauflache. Diese Eichtungskosinus sind pro- 

dV dV dV . 

portional -= , -^ , ^r . Ist andererseits ds ein Bogen- 

ox oy dz 

W anger in, Theorie des Potentials I. 3 



element einer Kraftlinie, dx , dy , dz die Projektionen 

-rr -,. , -, . - dx dy dz 

desselben auf die Koordmatenacnsen, so sind , 3-- , -7- 

ds as ds 

die Bichtungskosinus der Tangente der Kraftlinie, und 
da diese Tangente fur alle Kurvenpunkte auf der Mveau- 
flache des betrachteten Punktes senkrecht steht, so sind 
die einen Bichtungskosinus mit den anderen identisch, 
d. h. es ist 

67 _ dV m 6V _ doo t dy . dz 
dec ' ~~ dy dz ds ' ds ds ' 

und zwar sind in alien drei Gliedern links dieselben Zeichen 
zu nehmen. Die voistehende Proportion kann man so 
schreiben : 



6V 



dx dy dz 

Wir haben damit, da 7 eine bekannte Funktion von oc,y,z 
ist, zwei simultane partielle Differentialgleichungen. Aus 
ihrer Integration ergeben sich zwei endliche Gleichungen 
zwischen oo , y , z mit zwei willkiirlichen Konstanten. Durch 
zwei solche Gleioliungen wird, wenn man den Konstanten 
bestimmte Werte erteilt, eine Kaumkurve bestimmt. 

Beispiel. Die Kraftliniea fiir die Anziehung 
zweier Massenpunkte von gleicner Masse. Die beiden 
Massenpunkte B , B 2 mogen die gleiche Masse p, haben, 
ihr Abstand sei 2 1 . Wir legen ein Koordinatensystem 
zugrunde, dessen Anfangspunkt dieMitte der Yerbindnngs- 
linie B l B z ist, wahrend die positive a-Achse von nach B l 
gerichtet ist. Die Koordinaten von B i sind dann + 1 , , , 
die von B z 1 , , . Irgend ein Punkt A des Baumes, 
mit den Koordinaten #,#,#, habe von B l den Abstand & , 
von B 2 den Abstand Q 2 , so ist: 



wo 
(3 a) 
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der Abstand des Punktes A von der a?-Achse 1st. Isfach 
(BJ, S. 29, ist: 



daher ,. 

6V 

dx 

dV 



{jy 
el 



Q i t ^ 1 flw r \ o a 

: el/ a* Hef e | 

IsTacli (2) werden daher die Differentialgleichungen der 

Kraftlinien : 

, . . doc dy dz 

a) - 1 ~+~ l = (JL + _L\ " /_!_ + 

Ql Qz \Qi Q>il \Qi ( 

d. h. es ist: 

d2/ ^^ 

(4a > . T"^"' 

woraus dureh Integration 



folgt, falls logOj die Integrationskonstante bezeichnet, 
oder 

(5) a-0 iy . 

Das ist die Grleichung einer durch die a?-Aclise gelegten 
Ebene. Alle Kraftlinien liegen also in einer durch B 1 B 2 
gehenden Ebene, ein Besultat, das man aucli onne Beoh- 
nung hatte voraussehen konnen, da die Besultierende der 
von Bj und B 2 auf A ausgeiibten Anziehungen in der 
Ebene ABB Z liegt. 

Weiter folgt aus (4 a): 

dy _ y dy _ zdz __ ydy -\-zdz _ 



Dadurch geht die erste Gleichung (4) in folgende iiber: 
dx __ dt] 

x-l , so + l ^ il , 1 

. L ty\ I I n 

/n 3 ' n 3 ' V n 3 ^ n 3 

ei ea \ei ea 



oaer 

w dx~(x~l}dr) . Y] dsc (oo + 1) d y n 
6) g 1 ~i = u 

Qi @2 

Multipb'ziert man (6) mit 77 und beacbtet, dafi nacb (3) 

so erbalt man: 
y _|_ (a, _ 2)2] #3. _ (gj _ ) Q 1 dQ 1 \rf + (a? + ?) 2 ] (?# (& + Z) g 2 ^g 

oder 

( 7 ) &&-(<*- Qi gi _j_ 2_ ^_fe = < 

>1 t?2 

Hebt man den ersten Bracb durch ft , den zweiten durcb g 2 , 
so sind b'eideBrucbe yoUstandige Dif f erentiale, und es folgt: 



also : 



(5) und (9) zusammen sind die Gleicbimgen der Kraftlinien. 

Kapitel 4. 

Allgemeine Eigensehaften des Potentials beliebiger Massen 
fur auBere Punkte. 

Wir bebalten die bisber stets gemacbte Voraussetzung, 
daB der angezogene Punkt ein aufierer ist, d. b. nicbt der 
anziebenden Masse angebort, bei und wollen zugleicb der 
Einfacbbeit wegen die konstanten . Faktoren fm in den 
Ausdriicken fiir das Potential [Gleicbung (BJ '(B 4 ), S. 29] 
fortlassen, was darauf binauskommt, dafi wir die Masse 
des angezogenen Punktes gleicb der Masseneinbeit an- 
nebinen und das MaS der Kraft so wablen, dafi f = 1 wird. 

Das Potential irgendwelcber Massen in bezug auf auBere 
Punkte bat folgende Eigenscbaften. 



a) Das Potential und seine Differentialquo- 
tienten sind iiberall endliche und kontinuierliche 
Funktionen der Koordinaten des angezogenen 
Punktes. 

Da der angezogene Punkt ein aufierer, ist Q fur kein 

Massenelement = , also nie unendlich, fc ist seiner 

Q 
Natur nach eine iiberall endliche Funktion, und ebenso 

sind in (B 2 ) (BJ die Integrationsbereiche endlich, da die 
anziehende Masse stets einen bestimmten endlichen Kaum 
einnimnit. Eine iiberall endliche Punktion, innerhalb end- 
licher Grenzen integriert, gibt stets einen endlichen Wert. 
Die gleichen Schliisse gelten fiir die Anziehungskomponenten 
und ebenso fiir die hoheren Differentialquotienten des Po- 
tentials. DaB dasselbe Besultat aucli fiir das Potential 
diskreter Massenpunkte (BJ gilt, wo eine Summation an 
Stelle der Integration tritt, liegt auf der Hand. 

Die Kontinuitat des Potentials folgt daraus, dafi die 
zu integrierende Punktion eine kontinuierliche Punktion 
der Koordinaten des angezogeneu Punktes ist. In der 
Tat, andert der angezogene Punkt A seine Lage unendlioh 
wenig, wahrend die anziehende Masse ihre Lage nieht 
andert, so erfahrt der Abstaud Q des Punktes A von 

einem beliebigen Massenelement die unendlich kleine Ande- 

^ p> _ ^p 

rung d Q , die Anderung ~ , das Potential V also die 

Q Q 

Anderung : 



Ist nun <5^ der absolut gro'Bte Wert aller <3^, so ist: 



Q- 

falls , wie ublich , mit | der absolute Wert bezeichnet 
wird. Nun ist das rechts stehende Integral endlich, 
(5^ - unendlich klein, daher ist auch das Produkt beider 
'und damit | dV unendlich klein; d. h. aber V andert sich 
kontinuierlich, falls der angezogene Punkt seine Lage andert. 
Diese Argumentation gilt ohne weiteres auch fiir die 
Integrale (B 3 ), (BJ, ebenso auch fiir die endliche Summe (B) ; 



feiner laBt sie sich ohne weiteres in alien Fallen auf die 
Anziehungskomponenten sowie auf die hoheren Differential- 
quotienten des Potentials iibertragen. 

b) Verhalten des Potentials und seiner Ab- 
leitungen im Unendlichen. 

Wir fassen zunachst den Fall ins Auge, der bei An- 
ziehungen allein in Frage kommt, daB die Dichtigkeit fc 
positiv ist. Fiii einen zwar weit entfernten, aber nocb. 
im Endlichen gelegenen Punkt A seien Q der kleinste, 
Q Z der groBte Abstand von der Masse, so ist 

2 > Q > Qi > 
dalier 

' 



und 

1/ If Tf 

fv fv tv 

2 6 Qi 
weiter 

/// 7 r r r ~t /*/*/* 7 

*-*< fe* &*> 

J J J @ 2 JJJ Q JJJ Qi 

da die zu integrierende Funktion positiv ist und die 
Grenzen in alien dret Integralen dieselben sind. !N"un 
sind Q I und Q 2 von der Integrationsvariablen unabhangig, 
daher kann die letzte Ungleichung geschrieben werden 



lcdv< -dv< Tcdv, 

Q 2 JJJ JJJ Q 

d. h. 



wo 

(2) M 

die gesamte anziehende Masse bezeichnet. Eiickt der an- 
gezogene Punkt ins Unendliche, so wird 1 = e2 ==00 > 

= = , daher 
Qi Qz 

(3) limF = . 
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Multiplizieren wir (1) mit r , wo r die Entfernung des an- 
gezogenen Punktes von einem beliebigen, fest init der 
Masse verbundenen Punkte (z. B. vom Anfangspunkte) 
darstellt, so erhalten wir 



(4) 

62 Qi 

Buckt der angezogerie Punkt ins Unendliche, so wird 
mit Q I uud 2 auch r unendlich, aber 

(5) lim- r = 1 und lim - = 1 *), 

r = oo @2 r = oo Qi 

also 

(6) lim(rV) = M. 

r = oo 

Bin analoges Eesultat gilt fur die Aiiziehungs- 
komponenten. Es ist 



Q 6 

t _ ft 

- --- ist ein echter Bruch, und da.her gilt fiir den abso- 

Q BV 

luten Wert von -TT die Eelation: 

ox 



*) Der strenge Nachweis fiir die G-leichungen (5) lafit sich so 
fiihren. Ist der Anfangspunkt, hat ferner der Punkt, dessen 
Abstand von A = Q I ist, die Koordinaten ^ , ^ , ^ , so ist 



daher 

_L _ i 9 | ^ _i_ i y_ 7 ?i I _ _i\ i /gj ^ i 

r" ~ " J \rr r r r r ) . \r } \r I ' \r 

Rilckt der angezogene Punkt ins Unendliche, so wird, da ^ , ?? x , f x 

i? 77 *y 7/ 5- 

endlich bleiben, ^- = 0, -^- = 0, = 0, wahrend , , 

y* V T <y> ' y if 

als Richtungskosinus der Linie OA, absolut genommen, kleiner 



IP \ 2 

als 1 sind, daher lim = 1 . 
\ r I 



Wendet man auf das Integral 



(8) 



J = 



dieselben Betrachtungen an wie obeu auf 7, so ergibt 
sich, dafi, wenn r = l/o? 5 + 2/ 2 + 2 unendlich wird, 
(9) lira J = , limr 2 J = M , 

r=oo r = oo 

rnithin 



(10) Km ~ = , limr 2 

rco vffi r=oo 

wird und weiter erst recht 



57 



<M 



(10 a) 



limr 2 



lim# 2 -jr < M . 

ox 



8V 



und lima? 3 



haben also endliclie Werte. 



Auch fur die hoheren Differentialquotienten von 7 
lassen sich analoge Betrachtungen anstellen. 

Der Beweis bedarf einer Erganzung fiir den Fall, 
daB die Dichtigkeit fc teils positiv, teils negativ ist. Auf 
diese Annahme, die eine Erweiterung der fruheren De- 
finition der Dichtigkeit enthalt, wird man gefuhrt, wenn 
die wirkenden Massen aus ungleichartigen Teilen bestehen, 
die teils anziehend, teils abstofiend wirken. Die .Z-Kom- 
ponente der Wirkung ist in diesem Falle 

__ fmfjil; as 

^ ~02 ' 

und zwar gilt, falls m und ^ absolut genommen werden, 
das + Zeichen fiir den Fall, daB m von [*, angezogen, das 
Zeichen fur den Fall, daB m von p abgestoBen wird. 
Ziehen wir das Zeichen + zu jn iind setzen fest, daB die 
Masse jedes Massenteilchens positiv oder negativ zu 
rechnen ist, je nachdem es anziehend oder abstoBend 
wirkt, so miissen wir, da das Volum en element stets 
absolut zu rechnen ist, auch die Dichtigkeit mit dem ent- 
sprechenden Vorzeichen versehen. 

Um zu zeigen, daB unsere Formeln (3), (6), (10) auch 
fur den Fall gelten, daB die Dichtigkeit teils positiv, teils 



negativ 1st, teilen wir das die wirkende Masse enthaltende 
Volumen v in zwei Teile % , v 2 , so daC I D I nur die Massen- 
teile mit positive! , v% die mit negativer Dichtigkeit ent- 
halt. Die Gesamtmasse von i o l sei M , die Dichtigkeit 
eines Massenelementes +7c 1 , die Gesamtmasse von i? 2 
sei M 2 , die Dichtigkeit eines Massenelementes \ , 
so wird 



V = 



= ^1-7., 



falls 




ist. Auf T^j nnd 7 2 konnen wir das obige Besultat an- 
wenden, da 7^ nnd fc 2 positiv sind, also 



Mm (r 7j) = J^ , lim (r 7 2 ) = 



nnd weiter 



Iim(r7) ='Jbf 1 If 2 = Jlf , 



falls Jf die Gesamtmasse ist. 

Fiir die Anziehungskomponenten ergibt sioh dnrch 
eine analoge Zerlegung, wie ohne weiteres ersichtlich ist, 
das Eesultat, daB fur r = <x> 



{10 b) lim 



dV_ 

dx 



, limr 2 



6V_ 
dx 



und lima? 2 



aber endlicli sind. 

Bei der Ableitung von (3), (6), (10), (10 a) ist das 
Potential raumlichen}Massen zugrunde gelegt [(Bg), S. 29]. 
Die ganze Argumentation laBt sich ohne jede Anderung 
auch auf (B 8 ), (B 4 ) und (Bj), d. h. auf das Potential von 
Flachen, Linien und diskreten Punkten iibertragen. 

c) Die Laplacesche Differentialgleichung. 

Aus 



folgt, wie wir bereits wissen, 
8- 



Durch. weiteres Differentiieren folgt daraus 

Q2 (j_ 



6x 2 



dx 



Bilden wir ebenso 



y- 



~- und addieren, so folgt 



(11) 



<v 



+ 



- "7^" + 



o 

=0 - 



Da die Gleichung (11) fiir jedes in (Bj) S. 29 auftretende Q h 
gilt, so folgt fur das Potential diskreter Masseupunkte 
sofort 



(12) 



~ ' 



DaB dieselbe Gleicliung aucb. fiir beliebige anziehende 
Massen gilt, ergibt sicb. so: Aus (B 2 ) S. 29, 



folgt, da x, y, z weder in den Grenzen, nocb in lc ent- 
halten sind, 

rrr $1, rrr ^ l 

dv * "i, e* d * v L Q* 

k-^-dv, -t^H fic--!Ldv, 



doc 



dso 



dx* 



6 2 V 8W dW 
doc 2 ~^~ dy* ~^ dss* = 




52! e^ 6)2 

f\ f\ 

+ 



dx^ 

r 



LJ y_ 

. 6x* ^ 8y* ^ d2 . 



' denn wenn die zu integrierende Funktion =0 1st, so gilt 
. dasselbe von dem bestimmten Integral. Das gleiche gilt 
i bei Zugrundelegung von (B 3 ) und (BJ. 

Die Gleichung (12) heiBt die Laplacesche Differential- 
: gleichung, die linke Seite derselben wird als Laplacescher 
\ Differentialausdruck bezeichnet. Fur denselben ist die 
Abkurzung 

^ (is) 

> ^ ' 

gebrauchlieh , so daB man die Laplacesehe Differential- 
i gleichung auch so schreiben kann: 

1 (12a) 4V = 0. 

\ Beim tTbergang von einem rechtwinkligeu Koordinaten- 

; system a?, y, z zu einem anderen tv', y', %' geht (12) 

1 i Tiber in: 



wie daraus folgt, daB bei Ableitung der Gleichung (12) 
keinerlei Voraussetzung iiber die Lage des Koordinaten- 
systems gemacht ist. Diese Gleichung gilt daher fiir jedes 
rechtwinklige Koordinatensystem. "Dbrigens lafit si oh der 
Beweis fur die Identitat der linken Seiten von (12) und (12b) 
auch durch Benutzung der bekannten Formeln fiir die 
Transformation der Koordinaten fiihren. Der Laplacesche 
Differentialausdruck ist also eine Invariante bei jener 
Transformation. 

d) Anwendung auf das Potential einer von 
zwei konzentrischen Kugeln begrenzten Schale. 

Wenngleich sich das allgemeine Integral der Laplace- 
schen Differentialgleichung nicht in endlicher Form dar- 
stellen ISBt, geniigt in gewissen Spezialf alien diese Glei- 
chung, verbunden mit den in a) uud b) gefundenen all- 
gemeinen Bigenschaf ten , zur Bestimnmng des Potentials. 
Einen solchen Fall bildet die Brmittelung des Potentials 
einer von zwei konzentrischen Kugeln begrenzten 
Masse, wenn die Dichtigkeit eine Funktion des 
Abstandes vom Mittelpunkte ist. 

Wir .beweisen zunachst folgenden Satz. Das gesuchte 
.Potential hat fur zwei Punkte A und A', die gleichen 



Abstand von dem gemeinsamen Mittelpunkte der die 
Massen begrenzenden Kugeln haben, denselben Wert. Es sei 



kdv 



das Potential der Masse fur den Punkt A . 



das Potential fur den Punkt A'; die Surameu (reap. Inte- 
grationen) sind beide Male liber die ganze gegebene Masse 
auszudelmen. Nun existiert zu je- 
dem Summanden von V em gleicher 
Summand von V. 1st namlicn 13 
ein beliebiger Punkt der Masse, 
BA = Q , so trage man in A' an 
OA f denWinkel OAB an = OA'B' 
(in irgend einer durcli OA' gelegten 
Ebene) und mache A'B'= AB. 
Dann ist aucn OB = OB', daner 
ist die Dichtigkeit in B und B' 
die gleiclie, also fur gleicne Volu- 
= k'dv', ferner Q = AB = A'B'= Q', also 




Fig. 10. 



menelemente 



Jcdv Jc'dv' 



Es sind als.o die einzelnen Sumrnanden von V und F' gleicli, 
daher auch die Summen. 

A.us diesem Satze folgt, daB der Wert des Potentials F 
in unserem Falle lediglich von der Entfernung des an- 
gezogenen Punktes vom Kugelmittelpunkte abnangt. Be.- 
zeichnen wir diese mit r , so ist F nur insofern eine 
Funktion von no , y , s , als r von diesen GroBen abhangt. 

Da 

so ist 
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daher 

aFF dr dV x 



= 
dx dr dx dr r ' 



dr 2 \r/ + dr ir r 3 

B 2 V 
und analog 4-V> -5 Daher wird: 



dr* r 2 drlr 

= dW i 1 iZ 
<?r 2 r d^r 

Die Laplacesche Gleicliung z!7 = geht also in unserem 
Falle in folgende iiber: 

(14) 



dr 2 r dr 

dV 

Zur Integration derselben setzen wir = F, . so wird : 



oder wenn man mit r 2 multipliziert, 



dr 
woraus welter folgt: 



(15) 7 = 4 + ^ , 

r * wo c und Cj willkurliche Konstante sind. Zu ihrer Be- 
stimmung ziehen wir die allgemeinen Eigenschaften des 
Potentials heran. Liegt der angezogene Punkt zunachst 
im auBeren Eaume, so kann r = oo werden, und fur r = oo 
mufi V verschwinden, also muB c, == sein. ferner ist c=M, da 



(16) F = , 

eine Gleichung, die aussagt, dafi das Potential unserer 
Masse denselben Wert hat, als ware die Masse M im 
Mittelpunkte konzentriert, in Ubereinstimmung mit dem, 
was in Kap. 2, Aufgabe 5, iiber die Anziehung einer solchen. 
Masse gefunden ist. 

Liegt aber der angezogene Punkt im inneren Holil- 
raum, so kann r nicht unendlich werden, wohl aber = O . 
Piir r = gibt der Ausdruck (15) V = <x . Wir wissen aber, 
daJB fiir alle Punkte aufierhalb der Masse V endlich sein. 
muB, also mmS bier c = sein. V hat also fiir Punkte 
des inneren Hohlranmes den konstanten Wert G I . Die 
Differentialquotienten yon V verschwinden daher, d. h. auf 
einen Punkt des inneren hohlen Eaumes wird keine An- 
ziehung ausgeubt, ein bereits bekanntes Eesultat. 

Um den konstanten Wert ^ des Potentials in unserem 
Ealle zu ermitteln, geniigt es, F fiir irgend einen Punkt 
des inneren Hohlraumes zu berechnen. Wir wahlen dazu 
den Mittelpunkt der konzentrischen Kugeln. Fiir ihn ist : 

00 = y = = , 

daher 



_ , , , kdv 



Fiihren wir raumliche Polarkoordinaten ein: 

f = r sin ^ cos (p t , r\ = r^ sin ^ sin ^ , ti = r x cos ^ 

und driicken dv in raumlichen Polarkoordinaten aus [Glei- 
chung (4), S. 20], so wird: 



und es ist nach ^ von bis n, nach ^ von bis 
zu integrieren, nach r : von J? bis E , wenn ^ und 



die Badien der die Masse begrenzenden Kngeln sind. Da fc 
nur von ^ abhangt, nicht aber von ^ und ^ 15 so folgt: 

RI 
(17) y==4w/'3fc- 1 d!r 1 = c 1 . 

* 
Fur den Fall, daB fc konstant ist, ergibt sich: 

(17 a) y = c 1 = 2:7rfc(^-E) . 

Fur den Fall des konstanten Ic ist ferner: 

M = $nTc(Rl-Rl), 
also das Potential eines auBeren Panktes: 

(16.) F 4 

o 

Kapitel 5. 

Das Potential und die Anziehungskomponenten raumlicher 
Massen fftr Punkte, die der Masse angehb'ren. 

a) Erlautemng an dem Fall einer homogenen 
Kngel. 

Wir lassen jetzt die bisher stets gemachte Vorans- 
setzung, daB der angezogene Punkt von der anziehenden 
Masse raumlich getrennt sei, fallen und untersuchen, ob 
und wieweit die bisherigen Eesultate noch gultig sind, 
wenn der angezogene Punkt mit einem Punkte der an- 
ziehenden Masse zusammenfallt. Fur anziehende diskrete 
Punkte verlieren allerdings alle Formeln ihren Sinn, wenn 
der angezogene Punkt in einen anziehenden Massenpunkt 
fallt. Denn in dem Ausdruck (BJ, S. 29, fiir V wird dann 
einer der Kenner = , wahrend der Zahler von ver- 
schieden ist, also wird V = <x> . Dasselbe gilt auch von 
den Anziehungskomponenten, fiir die ja die Form el gilt: 



I *. _ go 

> Der Faktor driickt den Kosinus eines Winkels aus, 

: Qh 

sein absoluter Wert ist kleiner als 1 und bleibt < 1 , auch 



wenn sich der angezogene Punkt einem anzieheuden Punkte 
beliebig nahert, dagegen wird Q\ dabei immer kleiner, 
\X\ immer groBer und schlieBlich unendlicli groB. 

Anders verhalt sich die Sache bei einer in einem 
Baume oder auf einer Flache kontinuierlich ausgebreiteteri 
Masse, da hier das Potential niclit durch eine endliche 
Summe, sondern durch ein bestimmtes Integral ausgedriickt 
wird; denn ein bestimmtes Integral kann unter Umstiin- 
den auch dann noch einen endlichen Wert haben, wenn 
die zu integrierende Funktion innerhalb des Integrations - 
intervalles oder an den Grenzen unendlich wird. Beim 
Potential und den Anziehungskomponenten kontinuier- 
licher Massen ist daher die Moglichkeit, da6 sie auch fiir 
Punkte der Masse endlich bleiben, niclit von vornherein 
ausgeschlossen. Ihr Yerhalten in diesem Falle bedari 
aber einer eingehenden TJntersuclning, bei der die Palle 
der drei-, zwei- oder eindimensionalen Massen getrennt zti 
behandeln sind. 

Der allgemeinen Untersuchung schicken wir die Er- 
orterung eines speziellen Falles Yoraus. Wir fragen: welche 
Werte nehmen das Potential und die Anziehungskomponenten 
einer homogenen Kugel an, wenn 
der angezogene Punkt der anziehen- 
den Masse angehort? Zur Beant- 
wortung der?Frage verfahren wir 
MgendermaJSen. Ist R der Radius 
der Kugel und hat der angezogene 
Punkt A vom Kugelmittelpunkte 
den Abstand r <R, so konstruieren. 
wir zwei zu der Kugel R konzen- 
trische Kugeln mit den Badien 
Fig. 11. r + e und r e' , wo e und e' 

kleine GroBen sind, und abstra- 

hieren zunachst von dem zwischen diesen Hilfskugeln lie- 
genden Teil der anziehenden Masse. Nach AusschluB dieses 
Teiles besteht die anziehende Masse aus zwei Teilen, 1 . einer 
von den konzentrischen Kugeln R und r + begrenzten 
homogenen Kugelschale, 2. einer homogenen Vollkugel vom 
Badius r e' , beide von gleicher Dichtigkeit 7c . Die Po- 
tentiale dieser beiden Teile, Fj und V 2 , sind, da A weder 
der Masse des einen, noch des anderen Teils angehort, viel- 
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raelir fiir beide ein auBerer Punkt ist, nach den Formeln 
(17 a) nnd (16 a), S. 47: 



(1) 



und das Gesamtpotential beider Teile in bezug auf A ist: 

(2) V = V, + V 2 . 

Lassen wir jetzt s und e' immer mehr der Null, also die 
den Punkt A ausschlieBenden Hilfskugelflachen immer mehr 
diesem Punkte sich nahern, so erhalten wir schlieBlich das 
Potential der Vollkugel fur den inneren Punkt A . Be- 
zeiclmen wir dieses mit 7^ , so ist also : 

f 7i = lim 7 = 2 n fc(E 2 r 2 ) + %n fcr 2 

(3) '=**= 



Das Potential hat also in diesem Falle auch fiir Punkte 
der Masse einen endlichen Wert, und zwar ist derselbe 
fiir r = , d. h. im Kugelmittelpunkte, ein Maximum. 

Wir wollen die analogen IJntersuchungen noch fiir 
die Anziehungskomponenten anstellen. Sind X und X 2 
die Z-Komponenten der Anziehung der vorher (vor dem 
Grenziibergange) mit (1) und (2) bezeichneten Teile, so ist 
zunachst : 
(4) Z, = , 

da eine von zwei konzentrischen Kugeln begrenzte homo- 
gene Schale auf einen Punkt des inneren Hohlraurn.es keine 
Anziehung ausiibt. Da man ferner die Anziehung einer 
homogenen Vollkugel auf einen aufleren Punkt dadurch 
ersetzen kann, daB man die ganze Masse M im Mittel- 
punkte konzentriert, so ist: 

-^ Moo 



oder da: 

M ^ 
ist, 



Fur den Grenzfall e = , e' = folgt daraus: 
(6) X t = lim(X L H-'JTg) = $ ra/ca? , 

nnd analog: 
(6 a) r t = *:7c0, ^ = frrcfc*. 

Die Anziehungskomponenten behalten daher fiir Punkte 
der Masse elbenfalls endliche Werte. Beachten wir nodi, 
daB in (3): 

r 2 = x* + y 2 + z , 

E aber konstant 1st, so sehen wir, dafi: 

dV- 
7 --L1 

"" ' 



Audi fiir Punkte der Masse sind die Anzielmngskomponenten. 
die partiellen Ableitungen des Potentials nach den Ko- 
ordinaten des angezogenen Pnnktes. 

Wir wollen noch die Formeln (3), (6) mit denen ver- 
gleienen, die wir fruher fur Punkte auBerhalb der an- 
ziehenden Masse gefunden hatten. 1st V a das Potential, 
X a die X-Komponente der Anziehung fiir einen auBereri 
Punkt, so ist nacn (16 a), S. 47: 



V a und X a andern sicli also nach ganz anderen Gesetzen 
als Vi und Xi . .Lassen wir aber den angezogenen Pnnkt 
einerseits von innen, andererseits von auBen sich der die 
Masse begrenzenden Kugelflache E nahern, such en wir 
also die Grenzwerte, die unsere Ausdriicke fiir r = R an- 
nehmen, so sehen wir 



(9) 



lim V a = 

r=R 



limX a MmXi = | n Tc so 



Das Potential sowohl, als die Anziehungskomponenten sind 
also sowohl aufierhalb der anziehenden Masse, als inner- 
halb derselben endliche, kontinuierliche Funktiouen der 
Koordinaten des angezogenen Punktes. Diese Funktionen 
sind fiir aufiere und innere Punkte ganz verschiedene, an 



der Grenzflache der Masse aber schliefien sich die AuJBen- 
werte den Innenwerten kontinuierlich an. 

TJntersuchen wir noch das Verhalten der zweiten 
Differentialquotienten. Nach (6) und (7) ist 

- == 4 n Ic x , .... 
das * ' 

also 

(10) 

\ I 

Andererseits folgt aus (8): 

rm 

( ' 



*") e> O >!* e> 

oa^ 3 r L r^ 

Fur den Grenzfall r R ist daher im allgemeinen 

(12) lin 

Die zweiten Differentialquotienten des Potentials sind 
also zwar im ganzen AuBen- und im ganzen Innenraum 
kontinuierlich, andern sich aber beim Ubergang von dem 
einen zum andern diskontinuierlich. 
Ferner folgt aus (10): 



wahrend, wie wir wissen, 

(13 a) JF a = 

ist. Fur Punkte der Masse gilt also die La place sche 
Differentialgleichtmg nicht mehr, an ihre Stelle tritt die 
Gleichung (13), em Besultat, das zuerst von Poisson ge- 
funden ist, weshalb (13) auch als Poisson sche Gleichung 
bezeichnet wird. 

Zusatz. Aus den Gleichungen (6) und (6 a) Ial5t sich 
der folgende Satz ableiten. 

Der Baum zwischen zwei exzentrischen Kugeln mit 
den Eadien E und Ej_ , von denen die kleinere (Rj) ganz 
innerhalb der groBeren (R) liegt, sei homogen mit Masse 
gefullt. Wir suchen die Anziehung dieser Schale auf einen 

4* 



Punkt P des inneren hohlen Eaumes. Zu dem Zweeke 
denken wir uns auch diesen hohlen Eaum (d. li. das Inner e 
der Kugel RJ mit Masse von derselben Dichtigkeit ge- 
fiillt, die die Schale besitzt. Dann sind die Anziehungs- 
komponenten X , Y , Z der Schale die Differenzen cler 
entsprechenden Anziehungskomponenten der Vollkugeln .R 
und J?_t , also nach (6) uud (6 a) : 

X = n Ic (oe so') , Y = $ JT fc (y ?/') , 
^ = -^7r A; (-'). 

Darin sind so , y , z die Koordinaten von P fur ein recht- 
winkliges System, dessen Anfangspunkt der Mittelpunkt M 
der Kugel R ist, wahrend a?', T/', ' die Koordinaten von 
P in einem System mit parallelen Achsen sind, dessen 
Anfangspunkt der Mittelpunkt M l der Kugel R ist, Legen 
wir die Koordinatensysteme so, daB die Achsen ce und x f 
in die Zentrale MM 1 fallen und die positiven Achsen 
von M nach M hin gerichtet sind, wahrend die Achsen y 
und y' parallel sind, ebenso z und &' , so ist 



wo c die Lange der Zentrale If M\ bezeichnet. Sorriit 
wird 



Das sind die Komponeuten einer Kraft von der konstanten 
GroBe -|- n Jc c , die die Eichtung der negativen a?-Achse hat. 
Wir haben damit den 

Satz: Die Anziehung, welche eine von zwei ex- 
zentrischen Kugeln begrenzte homogene Sehale auf 
einen Punkt des inneren hohlen Eaumes ausiibt, hat 
konstante GroBe und Eichtung. 

b) Allgemeiner Nachweis der Endlichkeit des 
Potentials und der Anziehungskomponenten fur 
Punkte der Masse. 

Um den angezogenen Punkt A , der zunachst irgend- 
wo innerhalb der anziehenden Masse liege, beschreibe man 
eine Kugelflaohe mit dem kleinen Radius d , betrachte die 
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Anziehung, welche der auBerhalb dieser kleinen Kugel 
liegende Teil der Masse auf A 
ausilbt, und untersuche dann, was 
aus den Ausdrucken fur das Poten- 
tial und die Anziehungskomponen- 
ten wird, wenn d sich beliebig dem 
Werte Null nahert. Fiihrt man 
statt der rechtwinkligen Koordi- 
naten raumliche Polarkoordinaten 
ein, mit A als Anfangspunkt und 
einer durch A zur a?-Achse ge- 
zogenen Parallelen als Polarachse, 
so sind die rechtwinkligen Ko- 
ordinaten eines beliebigen Ptinktes der anziehenden Masse: 




Fig. 12. 



(14) 



== x -f Q 



C = z + 



= y + Q sin$ 
sin 97 , 

falls x , y , die rechtwinkligen Koordinaten yon A sind, 
Q der Abstand des Punktes f , 77 , von A . Das Volumen- 
element der anziehenden Masse ist dann 



(U a) 
und somit 

(15) 



dv = 



Q 



und da die Integration uber das von der Masse einge- 
nommene Volumen, mit AusschluB des Inneren der Ku- 
gel 6 , zu erstrecken ist, so sind, falls zuerst nach Q inte- 
griert wird, die Grenzen Q = <5 und Q = ^ , unter Q L den 
Abstand eines beliebigen Punktes der Grenzflache des 
Korpers von A verstanden. Die Grenzen fiir $ und cp 
sind, da nach der Voraussetzung A ganz von der K'orper- 
masse umschlossen wird, und n , resp. und 2 n . Das 
innere Integral ist 



(15 a) 



unter dem Integral steht daher, da 7c eine iiberall end- 
liche Funktion der Koordinaten ist , eine Funktion , die 



anziehenden Masse liegt, sondern auf der Grenzflache, ist 
die vorstehende Argumentation dahin zu modifizieren, daB 
man die a?-Achse mit der inneren Flachennorinale des 
Punktes A zusammenfallen laBt und die Integration nach 
& von bis \-n, statt von bis n, erstreckt. V bleibt 
auch in diesem Falle endlich, 

Durch die Substitution (14) und (14 a) erhalt ma-n 
ferner fiir die JT-Komponente der Anziehung: 

/i\ T fff* & ~ ^ dv rrrkew*&Q*de 

(16) X=lfl - a = ///. -j- 



n a n* 

(J J J J (J 

Das Integral nach g ist hier 



<?i 
(16 a) flcdg, 



und dies bleibt fiir (5 = ebenfalls endlich, mithin aucli 
X und ebenso Y und Z. 

Ztisatz. Uni die Umgebung des Punktes A zunachst 
vom Integrationsgebiet auszuschliefien, ist bier eine um A 
besonriebene Kugelflache gewahlt. Man hatte an deren 
Stelle eine beliebige andere geschlossene FJacne nehmen 
konnen; dann wurde <3 die (mit der Eicntung verander- 
liche) Verbindungslinie des Punktes A mit einem Punkte 
jener Flache bezeichnen. Eeim Grenzubergang wird aucli 
hier (5 = 0, das Eesultat bleibt dasselbe, ist also unab- 
hangig Ton der besonderen Natur der Abschliefiungs- 
flache. 

c) Auch fiir Punkte der Masse gelten die G-lei- 
chungen (A), S. 28. 

Durch unsere Transformation haben die Ausdriicke 
fiir X und V Form en angenommen, die nicht mehr den 
Zusammenhang zwischen V und X erkennen lassen. Der 
Grund dafiir liegt darin, daB dem angezogenen Punkte 
dadurch, daB er zum Anfangspunkte der Polarkoordinaten 
gemacht ist, eine feste Lage gegeben ist; beiin Diffeien- 
tiieren nach as , y , aber ist der Punkt als veranderlich 
anzusehen. Um zu zeigen, daB auch noch fiir Punkte 



cten JniiiKt. A , cien AntangspunJrt der .PolarKoorainaten, 
son der n Mr eineri veranderlichGn Punkt JL X (% , y 1 , j) , 
der aber innerhalb der um A mit dem Radius d be- 
sclmebenen Kugel liegt. Handelt es sicli um die Unter- 
suclmng der J -Komponente, so brauclit man nur die 
#-Koordmate von (AJ als veranderlich anzunehmen., kann 
also yi = y und z^~z setzen. Dann gilt Mr V(A 1 ), 
d. li. das Potential iin Punkte A 1 , die Gleichung 

V(A } - 

( lj ~" 
wo 



ist. Piihrt man wieder raumliche Polarkoordinateu mittels 
der Gleichungen (14), (14 a) ein, so wird 



(15b) 



-f-.o; ^ 2 



wobei die Grenzen Mr Q , & , (p dieselben sind wie obeu. 
Differentiiert man (15b) nacb. %, so folgt: 

(IDG) 



und nimmt jetzt die Veranderliche oo^ den Werb so an, so 
geht V(A L ) in V(A) = V iiber, und 



dV 
stellt den Wert dar, den -~ im A annimnit. Anderer- 

ox 

seits geht Mr x = x die rechte Seite von (15 c) in den 
Ausdruck (16) fur X iiber, mithin ist auch Mr Pnnkte der 

Masse . 

doc 



d) Kontinuitat des Potentials und seiner ersten 
Ableitungen fiir Punkte der Masse. 

Zur Vorbereitung betrachten wir die iiber das Volnmen 
einer beliebigen Kugel erstreckten Integrate : 



rdv 



in denen Q den Abstand des Volumenelements dv von 
einem festen Punkte A innernalb der Kugel bedeutet. Den 
Wert von J t konnen wir sofort angeben, da J das Po- 
tential einer hoinogenen Kugel, deren Diclitigkeit 7c => 1 
ist, fiir einen Punkt der Masse darstellt. Nach Gleichung (3), 
S. 49, ist also: 
(17 a) 7j 2 n(R - a - T") , 

falls R der KugeLradius ist, r der Abstand des Punktes A 

vornlKugelmittelpunkte. 

Um J 2 zu ermitteln, niaclien wir A zum Anfangs- 

punkte eines Systems von Polarkoordinaten, so wird, da Q 
den Abstand eines Volumenelemen- 
tes von A bezeichnet: 




dv Q 2 dQ sin^ d& dq> 
und 
(17 b) Js^ffJdQwo.'d'd'&dq) . 

Die Grenzen der Integration nacb. Q 
sind Q und g = & , falls g i den 
Abstand des Punktes A von einem 
Punkte B 1 der Kugeloberflache^be- 
zeichnet. Ist M der Mittelpunkt 
der Kugel, ist|ferner M A r , 
und wird die Linie AM zur Achse .der Polarkoordi- 
naten genommen, so sind in dem Dreieck MAB i die drei 
Seiten MA=r Qi AB 1 = g i und B^M = E , und der 
Winkel BAM ist = &, daner: 



woraus : 

(1 8) Q I = r cos & -4- iW^rl sin 2 ^ 

folgt. L (Die zweite Wurzel der quadratisclien Gleicnung 

fiir ^ wird negativ, und Q I ist stets positiv.) Fuhrt man 



in (17 b) die Integration nach Q aus, so erhalt man also, 
da nach 'd' von bis n, nach 99 von bis 2n zu in- 
tegrieren ist: 

n 2n 

J 2 =/sin$d 
6 o 



(17 c) 



r cos# + /jR 2 rg sin 2 #) 



= 2 



Hierin ist: 



< R , 



daher, da sin$ innerlialb der Integrationsgrenzen positiv ist: 



(17 d) 



d. h. 



Nach diesen Vorbereitungen betrachten wir zwei sehr 
nahe Punkte ^1 , A' der Masse und konstruieren eine Kugel 
niit dem Mittelptmkte M und dem sehr kleinen Badius 6 
derart, daB A und A' beide innerhalb der Kugel liegen. 
Durch die Kugelflache d wird die anziehende Masse in zwei 
Teile zerlegt, den Teil I 'aufierhalb, den Teil II innerhalb 
der Kugel d . Dementsprechend zerfallt das Gesamtpoten- 
tial V der Masse fur die Punkte A und 'A' in zwei Teile: 



V = 



n 



In bezug auf den Teil I sind A und A' a'ufiere Punkte, 
Vj andert sich daher kontinuierlich beim tJbergang von A 
nach A' . Ferner ist: 



wobei die Integration 'iiber das Innere der Kugel d zu er- 
strecken ist. Setzen wir hierin statt des veranderlichen fc 
den grofiten absoluten Wert K , den fc innerhalb der Kugel 
annehmen kann, so wird: 



V tt <K 



Q 



d.h. 



[nach (17 a)], also sicher: 
V n 



58 ! Das Potential und seine charakteristischcn Eigeiischafton. 

1st nun der Abstand der Punkte A und A' unendlich klein, 
so kann man d unendlich klein von derselben Ordnuug 
nehmen, V n wird also fur A und fur A' unendlich klein von 
der Ordnung <5 2 , also wird auch die Anderung von V n beim 
tibergang von A nach A f unendlich klein von hochstens 
derselben Ordnung; mithin ist die Gesamtanderung von F 
bei diesem tibergang unendlich klein, d. h. V andert si.ch 
kontinuierlich. 

Fur die JT-Komponente haben wir entspreehend : 

und zwar ist: 



wobei die Integration iiber das Innere der Kugel d zu er- 

x 

strecken ist. - ist als Kosinus des Winkels, den p 
Q ^ 

niit der $-Achse bildet, absolut genommen, kleiner als 1 . 
Setzen wir dafiir 1 und zugleich an Stelle von Ic wieder 
seinen absolut groBten Wert, so wird: 



[nach (17d)]. X H "wird also fur A und fur A' rnit <5 uuend- 
h'ch klein von gleicher Ordnung; dasselbe gilt von der 
Anderung von X n beiin tJbergange von A nach A' ', und 
Xi andert sich bei diesein tJbergange unendlich wenig, da 
A und A' in bezug auf den Teil I aufiere Punkte sind. 
Mithin andert sich auch X fur Punkte der Masse konti- 
uuierlich. 

Die vorstehende Argumentation, die voraussetzte, dafi 
A und A' innerhalb der anziehenden Masse lagen, lafit 
sich leicht auf den Fall iibertragen, daB die Punkte A 
und A' der Oberflache der Masse unendlich nahe liegen, 
und zwar A innerhalb, A' auBe'rhalb. Konstruieren wir 
auch hier eine die Punkte A und A' urnschlieBende Kugel 
vom Badius d , so tritt gegen vorher nur der Unterschied 
ein, daB der mit II bezeichnete Teil der Masse nicht das 
ganze Innere der Kugel d einnimmt, sondern nur einen 
Teil des Kugelvolumens. Die vorher mit Jj und J 2 be- 



zeichneten Integrate sind dalier niclit iiber eine voile Kugel 
zu erstrecken, sondern nur iiber einen Teil derselben; die 
absoluten Integralwerte werden dadnrch noch kleiner als 
vorher, und die Eelationen: 

| V n < 2 7i K <5 2 , \X IZ \< 



gelten erst recht. Es bleiben also alle daraus gezogeuen 

Schlusse bestehen. Wir iiaben somit den 

Satz: Das Potential und seine ersten Ableitungen, 
die Anziehungskornponenten, andern sich sowohl fur 
Punkte der Masse, als beim Ubergange von diesen 
zu aufieren Punkten kontinuierlich. 

Kapitel 6. 

Die zweiten Ableitungen des Potentials fur Punkte der 

Masse. 

a) Die Methode des Kap. 5 versagt hier. 

Wird, wie in Kap. 5, um den angezogenen Punkt A 
(x , y , z) eine Kugel vom Eadius d beschrieben, der inner- 
halb dieser Kugel liegende Teil der Masse zunachst aus- 
gesclilossen, dann der Wert von V nicht fur den Punkt A , 
sondern fitr den Punkt A mit den Koordinaten X L , y , 
bereehnet, 'so wird V(A 1 ) durch die Formel (15 b), S. 55, 
seine Ableitung nach x v durch (15c) bestimmt. Differen- 
tiiert man (15 c) noohmals nach a? 1? so folgt: 



(/e 2 sin 2 # 



H ===== 

(]/Q 2 sin 2 & 

Setzt man hierin x = a?, so wird: 



Die Grenzen des inneren Integrals sind Q = d und Q Q , 

d 2 V 
und um den Wert von -v r- im Punkte A zu erhalten, 



muB man den Grenzwert des Integrals fur <5 = suchen. 

Nun 1st: 

<?i 

T f k a 

liin I dQ 

d = 0j Q 
6 

logarithmisch unendlich. Wegen des Paktors (1 + 3 cos s v9) , 
der, da $ von bis n variiert, 'teils positiv, teils negativ 



. 
ist, stellt also der Ausdruck von -5^- fiir x l = a? , 

d = eine Sumine von Gliedern dar, die unendlich groJ3, 
aber teils positiv, teils negativ sind, d. h. unsere Trans- 



formation fiihrt auf einen unbestimmten Ausdruck fiir -- . 

ey v 

Die Umformung, die fur 7 und -= zum Ziele fuhrte, ver- 

sagt Mer also. Zur Untersuchung der zweiten Ableibuugen 
von V, deren Verhalten wir in dem speziellen Falle einer 
homogenen Kugel friiher kennen gelernt haben, muS dalier 
ein anderer Weg eingeschlagen werden. 

b) Die G-aujBschen Hilfssatze*). 

Der Untersuchung der zweiten Ableitungen des Po- 
tentials fur innere Punkte seMcken wir zwei Hilfssatze 
voraus, die auch spater vielfach anzuwenden sein werden. 

I. Sind f und <p zwei Funktionen von ,??,, 
die innerhalb eines endlichen Eaumes T uberall end- 
lich, stetig und einwertig sind und bestimmte endliche 
erste Ableitungen besitzen, so 1st: 

f * v 



wobei die dreifachen Integrate iiber das Volumen von. T , 
das Doppelintegral iiber die Oberflache von T zu erstrecken 
sind; (N, ) ist dabei der Winkel, den die positive Eichtung 

a ) Obwohl Gaufi die hier zu beweisenden Satze nicht all- 
gemein ausgesprochen, sondern nur spezielle Falle derselben ab- 
geleitet hat, ist die Benennung der Satze nach Gaufi doch gereoht- 
fertigt, da von ihm die Methode der Ableitting herrxihrt; ygl. Gaufi ' 
Abhandlung iiber die Anziehung der Ellipsoide, Commentationes 
Soc. reg. soient. Gottingensis, Vol. II, 1813. 



der -Achse mit der auBeren Normale des Integrations- 
raumes bildet. 

Beweis. Ersetzen wir in dem linksstehenden Integral 
dv durch dgdrjdt; und nehmen die Integration, nacli als 
innere, so heiflt das: es soil zunachst iiber die Volumen- 
elemente integriert werden, die laugs einer Parallele zur 
-Achse liegen. Die Grenzen von bestimmen sich durch 
die Werte, die an den Stellen annimmt, in denen jene 
Parallele in T eintritt und austritt. Die in Eede stehende 
Parallele kann die Oberflache von T in zwei, vier, sechs oder 
mehr Punkten schneiden; die Zahl der Schnittpunkte ist, 
da der Eaum T ein endlicher ist, stets gerade. Nehmen wir 




Fig. 14. 

z. B. an, der Eaum T babe eine schalenformige Gestalt, 
sei also von zwei Flachen J?\ , F 2 begrenzt, von denen die 
erstere die zweite ganz umschlieBt, und F 1 babe aufier- 
dem eine Binbiegung, so wird eine Parallele zur Achse 
die Oberflache von T in zwei oder vier oder sechs Punkten 
treffen. Fur den Fall von sechs Schnittpunkten haben wir 
drei Bintrittspunkte B^ , J5 3 , B- und drei Austrittspunkte 



.B. 



Bezeichnen wir die -Koordinaten dieser 



Punkte durch die entsprechenden Indizes, so ist nach 
zu integrieren von t bis 2 , ferner von 3 bis 4 , end- 
lich von 5 bis fi . Somit ist: 




und fiir Parallele, die nur viermal treffen, fallt das letzfce 
Integral rechts, fiir Parallele, die nur zweimal treffen, fallen 
die beiden letzten Integrale fort. Die Grenzen fiir 77 und 
ergeben sich aus der Projection der auBeren Grenzflache JT 
anf die 7/^-Ebene. Integriert man rechts nach teilweise, 
so folgt: 



(2) 



f ** = <^(~(/>k + (/>k- (/* 



I ?2 
r r \ c T f 

- *1*t\ -Of 

j j \ j 



Is & 

Darin ist (/"^^ der Wert, den /'g? fiir ^ = | : 1 annimmt usw. 
Ferner konnen wir, analog wie in (1): 



rr 

(2 a) //^df 




setzen, wo die Integration rechts iiber den Eanm T zu 
erstrecken ist. Was ferner die Doppelintegrale auf der 
rechten Seite von (2) betrifft, so konnen wir diese durch. 
ein iiber die gesamte Oberflache zu erstreckendes Integral 
ersetzen. Betrachten wir namlicli ein Flachenelement dii d 
.der ?yC-Ebene und errichten iiber demselben als Grund- 
flache ein recntwinkliges Parallelepipedon , so scbneidet 
dasselbe an den Stellen S 1 , 5 2 , ... aus der Grenzflache 
von T je ein Flachenelement aus, do-^ in B 1 , do z in B 2 , . . . , 
und das betrachtete Element dydt; ist sowohl die Pro- 
jektion von do L , als von do 2 usw. auf die ^-Ebene. 
Zwischen einer Flache do und ihrer Projektion drjd be- 
steht aber die Eelation 

di] d = do cos(^o , v) t) , 

wo (do , f] C) den spitzen Winkel- zwischen do und der 
?;t-Ebene bezeichnet, und dieser ist gleich dem spitzen 
Winkel zwischen der -Achse und der ISTormale von do. 
Um diesen Winkel unzweideutig zu bezeichnen, nennen 
wir (N, ^) denjenigen Winkel, welchen die positive Eich- 



tung der |-Achse mit der (in bezug auf den Integrations - 
raum) nach auBen gerichteten Formale bildet, und geben, 
je nachdem es sich um die Stelle B^ , jB 2 , # 3 , . . . handelt, 
der Normale N den Index 1 , 2 , 3 , ... Dann 1st un- 
raittelbar ersichtlich, daB bei jedem Bintritt in den Inte- 
grationsraum die Parallele zur positiven -Achse mit der 
iiuBeren ISTormale einen stumpfen, bei jedem Austritt einen 
spitzen Winkel bildet. Es ist also der spitze Winkel 
zwischen der Normale und der -Achse 1. an den 
Stellen B L , B t1 B 6 , ... resp. n - (N,, |), n-(N t , 5), 
n (N 5 , ) , . . . , 2. dagegen an den Stellen B 2 , J5 4 , ... 
(JV 2 , |) , (Nt , |) , ... Somit haben mr: 



doi -cosfw (JVj, I)] oder d?7# = ^Oj^ cos^j, I) , 

= ^0 2 COS(^ 2 , I) = +<^0 2 COS(Jtf" 2 , f) , 

= $0 3 COS[JT (JV 3 , I)] = <?o 3 cos(JV 3 , ) , 



Wenn wir nun in dem Doppelintegral auf der rechten* 
Seite von (2) dijd^ an der Stelle ^ dnrcli ^Oj^cos^, ^), 
an der Stelle | 2 durch -4-^o 2 cos(^" 2 , ) , ... ersetzen, so 
erhalten wir: 



df {-(/>k + (^^k - (/"^k + > 
(3) -/{+(/'9')&^ 1 ooB(Jr 1 ,D + (/ ? 9')&do a co8(2? r 8 , I) 

+(/V) & *o,cos(.y 8 , D + ...}. 

Da links iiber die Flaehe der v\ C-Ebene zn integrieren 
ist, die sich durch die Projektion der auBeren Grenzflache 
von T auf die r\ C-Ebene ergibt, und da man, wenn man 
zu jedem Element dy dC des Integrationsgebietes die zu- 
gehorigen do t , do 2 , do s , ... nimrnt, alle Elemente der 
Gesamtoberflache von T erhalt, so kann man das Integral 
auf der rechten Seite von (3) kurz so schreiben: 

(3 a) ///Vcos(jy, )do, 

wobei die Integration iiber die gesarnte Oberflache des 
Integrationsraumes zu erstrecken ist. Mittels der Glei- 
chungen (2 a), (3), (3 a) geht die Gleichung (2) unmittelbar 
in die zu beweisende Gleichung (I) iiber. 



grationsraum T, welches auch die Gestalt seiner Grenz- 
flachen 1st. 

Zusatz. In derselben Weise ergeben sich zwei zu (I) 
analoge Gleichungen , die man erhalt, wenn man in (T) 
mit r\ , resp. vertauscht. 

Folgerungen. Fiir den Fall f 1 geht die Glei- 
chting (I) in folgende iiber: 

(4) 



und aus dieser wiederum ergeben sich, indeui man cp = 1, 
resp. <p setzt, die beiden GauBschen Siitze: 

1. Das iiber die ganze Oberflaelie eines Korpers 
erstreckte Integral 

ffcos(N, g)do 

hat den Wert NuU. 

2. Das Volumen eines Korpers wird durcli das 
iiber die ganze Oberflache erstreckte Integral 



ausgedriickt. 

Der Satz 1 lieJ3e sich iibrigens noch erweitern, wenn 
man <p nicht = 1 , sondern gleich einer willktirlichen 
Ftmktion von rj und C setzt, die aber f nicht enthalt. 
Es ist also 



II. Es seien / und cp wieder zwei Funktionen, die 
innerhalb eines endlichen Eaumes T iiberall endlich, stetig 
und einwertig sind und je eine bestimmte endliche Ab- 
leitung nach Q besitzen. Es bezeichne ferner Q den Ab- 
stand eines Punktes von T von dem festen Punkte . 
Wir betrachten das iiber T erstreckte Integral 

(5) j-/r/>4?- 



und unterscheiden dabei drei Falle: a) der feste Punkt O 
liegt auBerhalb des Eaumes T, /?) liegt innerhalb T, 
y) liegt auf der Oberflache von T. 



und in clem dreifachen Integral (5) neliinen wir die Inte- 
gration nach Q als innere. 

Fall <x). Liegt auBerhalb T, so schneide ein be- 
liebiger von aus gezogener Badius die G-renzflache yon T 
in jBj und B 2 (der Emfachheit halber nehmen wir vor- 
lanfig an, daB nur zwei Schnitt- 
punkte existieren), und ^> 1? g 2 
seien die Werte, die Q in B l} B 2 
annimmt. Dann wird 




sm&dftdtp = do) ist ferner das 

Flachenelement einer um be- 

schriebenen Kugel vom Ba- 

dius 1 , und die Grenzen in Fig. is. 

bezug auf $, 9? werden durch 

den Teil der in Bede stehenden Kugelflache bestimrnt, der 

aus dieser durch den von an die Oberflache von T ge- 

legteii Tangentialkegel ausgeschnitten wird. Durch teil- 

weise Integration folgt 



(7) J 



Entsprecnend (5) konnen wir das dreifache Integral auf 
der rechten Seite von (7) so schreiben: 



(70 



dv_ 



Das in (7) auftretende Doppelintegral lafit sich durcli 
ein liber die Oberflache von T erstrecktes Integral aus- 
driieken. Trifft der Eadius OB 1 B 2 die um beschriebene 

Wangerin, Theorie des Potentials I. 5 



(36 I- I> as Potential nnd seine charakteristischen Eigenschaften . 

Einlieitskiigel in B und 1st dot das bei IMiegende Flachen- 
element dieser Kugel, so verbinden wir alle Punkte des 
TJmfangs von dco mit ; dadurcb. entsteht eine Kegel- 
flache (in weiterem Sinne), die (eventuell verlangert) aus 
der Oberflache von T in B t das Flachen element do i: in 
B 2 das Flachenelement do 2 ausschneidet. Wir beschreiben 
ferner um mit den Eadien OB 2 = Q 2 und OB = Q 
Hilfskugeln, aus denen jener Kegel die Flachenelemente 
dco 2 , resp. da> l ausschneiden moge. Da dco 2 , dco^ und dco 
entsprecnende Stiicke konzentrischer Kugelflachen sind, so 
verhalten sie sich wie die Quadrate der Eadien, d. h. es ist 

(8) da) 2 Q%da}, d(D^ Q\ddL> . 

Ferner konnen wir, da alle durcli den Umfang von do a 
gehenden Kugelradien auch durch den Umfang von da>% 
gehen und auf da} 2 senkrecht stehen, dco 2 als Projektion 
von do 2 ansehen. Daher ist 

da>z do z cos(do 2 , da) 2 ) , 

wo (do 2 , da) 2 ) <in spitzen Winkel zwischen beiden Ble- 
menten bezeichnet, und dieser spitze Winkel ist gleich. 
demjenigen Winkel (^ 2 ,g 2 ), den die aufiere Maclien- 
normale von do 2 mit der Eiclitung des wachsenden Q 
(d. h. also mit der Eichtung von nach B 2 bin) bildet, also 

(9) dco z do z CQS(NZ , Q Z ) . 

Eine ahnliche Beziehung findet auch zwischen dco^ und do^ 
statt; nur ist zu beachten, daB an der Eintrittsstelle B i 
die Eiclitung des wacbsenden Q mit der aufieren Flachen- 
normale j^ einen stumpfen Winkel bildet, da6 dort also 

(9 a) dcoi do cos[n (N l , ^)] do t cos^ , ^) . 

Mittels (8), (9), (9 a) konnen wir dco sowohl durcli do 2 , 
als durcb. do t ausdriicken: 

nr\\ A,, 

(10) <i(o 



Q-2 Qi 

Ersetzen wir in dem Doppelintegral auf der rechten Seite 
von (7) dco einmal durch den einen, das andere Mai durch 
den zweiten dieser Werte, so erhalten wir 



(11) 



cos(N 2 



do. 



und da den samtlichen in Betracht kommenden Flachen- 
elementen do> der Einheitskugel die samtlichen Flachen- 
elemente do der Oberflaehe Ton T entsprechen , so stelit 
die rechte Seite von (11) ein tiber die ganze Oberflaehe 
von T erstreektes Integral dar, das wir kurz so sehreiben: 



'- do 



(11 a) 



Wir haben daher fur den Fall a), wo aufierhalb des 
Integrationsraumes liegt, das Eesnltat: 

,o 



(Hoc) 



- d<p dv 
f-TT^F 

do-UI-^- 



dv 
2 



wo die dreifachen Integrale fiber das 
Volumen, das Doppelintegral uber die 
Oberflaehe von T zu erstrecken sind. 
Zusatz. DaB das Eesnltat anch 
richtig bleibt, wenn die von ans ge- 
zogenen Eadien oder ein Teil derselben 
die Oberflaehe von T in mehr als zwei 
Punkten schneiden, ergibt sich folgen- 
dermafien. Die Zahl der Schnittpunkte 
muB stets eine gerade sein; 1st sie z. B 
Stelle der Gleichung (6) die folgende: 




Fi &- 16 - 



4, so tritt an 



J= sin&d&dyl 
JJ \J 

\ ^1 

Zu den Gleichungen (10) kommen ferner noch die folgendea 
hinzu 

dco ~ 



and die beiden Seiten von (11) haben vier statt zweier 

Summanden. Ausdruck (11 a) aber bleibt ungeandert, da 

sich Mer erst aus den Tier Summanden samtliche Ober- 

flachenelemente von T ergeben. 

1st das Integrationsgebiet T schalenformig, so kaun O 

naturlich auch dem inneren hohlen Baume angehoren. 

Fall /?). LiegtO im Innern 
von T, so tritt nur die Ande- 
rung ein, daB der Wert Q = , 
der vorher auflerhalb des Inte- 
grationsgebietes lag, jetzt dejn- 
selben angehort, daB infolge- 
desseu die untere Grenze von y 
Nuil ist, die obere der Wert & , 
Fig. IT. der deni Punkte B angehort, 

in dem irgend ein Kadins die 

Oberflaohe von I schneidet. An Stelle der Gleichung (6) 

haben wir daher: 




(6/5) 



J = 






JFerner erstreckt sich die Integration nach #, 99 iiber die 
ganze Oberflache der um mit dem Badius 1 beschriebeneu 
Kngel. Die teilweise Integration ergibt bier: 



J=da> {-(f<p) + (/ J - w 



Kun ist zu beachten, daB (/'<p)o ^ e11 Wert von f*<p im 
Punkte bezeichnet, und dieser ist fur alle dco derselbe. 
An der Stelle B ferner ist, da B l hier eine Austritts- 
stelle von Q bezeichnet, 



61 



Somit wird 



Das Integral 



ffdco 



stellt die Oberflacbe der um mit dem Eadius 1 be- 
scbriebenen Kugel dar, ist also = 4 n . Die samtlichen do L 
bilden die ganze Oberflacbe von T, und in dem dreifacben 

dv 
Integral recbts kann man wieder dco'dg durcb er- 

Q 

setzen. Demnacb erbalten wir, falls innerbalb des 
Integrationsraumes T liegt, das Eesultat: 

df dv . ,,, . 

y n (fy) {}t 

) wo (f <p) den Wert von ftp im Punkte bezeicbnet. 

Zusatz. Scbneidet ein Teil der von ausgebenden 
Eadien die Oberflacbe von T in mebr als einem Punkte, 
so kann man T durcb eine Hilfsflacbe in zwei Teile zer- 

' legen, einen Teil T 17 innerbalb dessen liegt und dessen 

Oberflacbe von jedem Eadius nur einmal getroffen wird, 
und einen Teil T 2 , fiir den ein auBerer Punkt ist. Das 
iiber den Eaum T erstreckte Integral zerfallt dann in 

i zwei Integrale, iiber T und iiber T 2 , und fiir das erste 

:> derselben gilt die Gleicbung (11)8), fiir das zweite die 
Gleicbung (Ilex). Addiert man die so erbaltenen Glei- 
cbungen, so ist die Summe der u'ber T^ und T% erstreckten 

i Integrale gleicb dem iiber T erstreckten; und was die 

) Oberflacbenintegrale betrifft, so beben die iiber die Hilfs- 
flacbe erstreckten Teile derselben wegen der entgegen- 
gesetzten Normalenricbtung 
einander auf. Somit gilt 

> aucb in diesem Falle die 
Gleicbung (11$. 

Fall y). Liegt der 
Punkt auf der Oberflacbe 

1 von T, so kann man die 

7 Argumentation des Falles /?) 

wortlich anwenden, nur mit Fig. is. 

dem Unterscniede , dafl 'das 

I Integral fjdco bier nicbt iiber die ganze Kugelflacbe zu 

x erstrecken ist, sondern nur iiber eine Halbkugel. Denn 
die von aus nacb anderen Punkten der Oberflacbe von T 




gezogenen Eadien treffen von der urn beschriebenen 
Einheitskugel nur die Punkte derjenigen Halbkugel, die 
begrenzt wird von der in an die Oberflache von T 
gelegten Tangentialebene , vorausgesetzt , daB jeder dieser 
Eadien die Oberflache von T auBer in nur einmal 
schrieidet. Im Falle y) erhalten wir somit dasselbe Eesultat 
wie im Falle /?), nur dafl im letzten Summanden rechts 
in (II $ 4 TI diirch 2?r zu ersetzen ist. 

Sind weitere Schnittpunkte vorhanden, so ist dieselbe 
ftberlegung anzuwenden, wie im Zusatz zu Fall /5). 

Die Eesultate der drei Falle konnen folgendermafien 
zusammengefaCt werden: 

Unter den obigen Voraussetzungen uber f, <p 
(s. 8. 64) gilt fur irgend einen endlichen Eaum, 
dessen Volumenelement dv uud dessen Oberflacnen- 
element do ist, die Gleichung 



und zwar hat K, je nachdem der Punkt 0, von 

dem aus Q gerechnet wird, aufierlialb T, innerhalb T 

oder auf der Oberflache von T liegt, resp. den Wert: 

0, -47r(/ , -2 



Folgerungen. Aus (II) ergeben sich mehrere inter- 
essante, zuerst von GauB ansgesprochene Folgerungen, wenn 
man f=l setzt und der Funktion <p spezielle Werte erteilt. 

/^=1, <p = I gibt den Satz: 

Das uber die gesamte Oberflache eines Korpers 
erstreckte Integral 



a 

entweder = oder = 2n oder = 4rc, je nach- 
dem der Anfangspunkt von Q auBerhalb des Korpers 
liegt oder auf seiner Oberflache oder innerhalb des 
Korpers liegt. 

f = 1, q> = $(>* gibt, da bier (<p) = ist, den Satz!: 
Das Yolumen eines Korpers ist gleich dem uber 
die ganze Oberflache erstre'ckten Integral 



c) Transformation der Ausdriicke fiir die An- 
ziehungskomponenten. 

Ehe wir zu unserer eigentlichen Aufgabe iibergehen, 
wenden wir den Hilfssatz I zur Transformation der An- 
ziehungskomponenten einer raumlichen Masse an; und 
damit die Voraussetzungen des Satzes I liber die Endlich- 
keit der Funktionen / und <p erfullt sind, nehmen wir 
zunachst an, der angezogene Punkt liege auJBerhalb der 
anziehenden Masse. 

Jfeben der im Kapitel 3 abgeleiteten Gleichung 

ai 

I 00 Q 



besteht, da eine Vertauscbung von so und den Ausdruck 
von Q nicnt andert, die andere: 



Daher wird fur irgend eine anziehende raumliche Masse 





Unter der Voraussetzung, dafi ft stetig ist und be- 
stimmte endlicbe erste Ableitungen besitzt, kann man 
auf (12) den ersten Hilfssatz anwenden. Dadurcb wird 

.. n . dV rr~kcos(N. )do rrfdk dv 

(12 a) - = I rill ~^T~ 5 

dx JJ Q JJJ dg Q 

und zwar ist das dreifacne Integral uber das von der 
anziebenden Masse eingenommene Volumen, das Doppel- 
integral iiber die Oberflacne der Masse zu erstrecken. 

Von dieser fur auBere Punkte abgeleiteten Formel 
lafit sich nun zeigen, daJ3 sie auch noch. gilt, wenn der 
angezogene Punkt ein innerer ist, d. h. der anziebenden 

Masse angehort, falls nur iiberall 7c stetig und -~j endlich 
ist. Zu diesem Zweck umschliefien wir, wie fruher, den 



da ja A der anziehenden Masse nicht angehort; nur ist 
dabei zu beachten, daB auch die Kugelflache d zur Be- 
grenzung des Teiles I gehort, daB daher das in (12 a) auf- 
tretende Oberflachenintegral sowohl uber die auBere Grenz- 
flache F der gesamten Masse, als iiber die Kugelflache d , 
die wir mit K bezeichnen wollen, zu erstrecken ist. Be- 
zeichnen wir das Integrationsgebiet dadurch, daB wir 
F, K, I zu dem betreffenden Integralzeichen hinzufiigen, 
so haben wir also 

. , , ,*dlc dv 

-T 




e d % e 



N ist dabei die Eichtung der auBeren, d. h. der der an- 
ziehenden Masse abgewendeten Normale, also fur _fiT die 
nach dem Innern der Kugel gerichtete Normale. 
In dem Integral 

J = 



Q 



fiihren wir raumliche Polarkoordinaten mit A als Anfangs- 
punkt ein, so wird 

do = <5 2 sin^ d$ d<p ; 

zugleich ist an der Kugelflache K : 



Es wird also: 

J \ 

und, wenn wir fur fccos(^", |) den grofiteu absoluten 
Wert \ setzen: 



d. h.: 
ist jedenfalls endlich, daher wird: 



(5=0 



JU V l/Cll UliUS 1 UJ. 



Zugleich geht fur <5 = der Eaum I in den ganzen niit 
Masse gefullten Eaum iiber. Dafl fur 6 = das dreifache 
Integral auf der rechten Seite YOU (12 b) einen endlichen 
Wert hat, folgt aus der sogleich noch zu erorternden Be- 
deutung dieses Integrals. Somit geht fur d = die Glei- 
chung (12b) in (12 a) iiber, und diese gilt demnach auch 
Mr Punkte der anziehenden Masse. 

Was die Bedeutung der in (12 a) auftretenden Integrale 



betrifft, so stellt: ^,-,7 -, 

V ,. , ^ I n STc dv 



(13 a) U = l[{- 

J J J 



Q 



das Potential derjenigen Masse dar, die in dem gegebenen 

die 
Volumen mit der Dichtigkeit -^ ausgebreitet ist. Ent- 

sprechend ist: ^ 



das Potential der mit Masse von der Dichtigkeit 
K = Tccos(N, ) belegten Begrenzungsflache F des ge- 
gebenen Volumens. Wir haben damit sowohl fur aufiere, 

67 
als fiir innere Punkte der Masse -y- dargestellt als Summe 

zweier Potentiale, eines Oberflachenpotentials und eines 
Eaumpotentials : 



d) Transformation der zweiten Ableitungen 
von V. Die Poissonsche Gleichung. Die Gleichung(13) 

dV 
fiir -TT ermoglicht die Untersuchung der zweiten Ableitungen 

O03 

von 7 fiir Punkte der Masse. Denn da (13) sowohl fur 
aufiere, als fiir innere Punkte gilt, so ist fiir beide auch: 



f\ -r-r 

-z ist als Differential quotient eines Eaumpotentials so- 

C/CC 

wohl fiir auJBere, als fiir innere Punkte endlich und kon- 

6Jc 
tinuierlich, vorausgesetzt, daB die Dichtigkeit, d. h. ~ , 



uberall endlich ist. Jb'ur das Jb lachenpotentiai w ist aer 
angezogene Punkt, wenn er nicht gerade auf der Ober- 
flache der gegebenen Masse liegt, ein auBerer, und daher 

8W 
andern sich W und -~ kontinuierlich. Auf den Fall, dafi 

doc 

der angezogene Punkt auf der Oberflache liegt, wen den 
wir die GMchung (14) vorlaufig nicht an, da wir das Ver- 
halten von Machenpotentialen und ihren Ableitungen fur 
den Pall, dafl der angezogene Punkt der anziehenden 
Flache angehort, noch nicht kennen. Liegt also der an- 
gezogene Punkt beliebig entweder auBerhalb oder inner- 
halb der anziehenden raumlichen Masse, nur nicht auf ihrer 
Oberflache, so sind die beiden Summanden der rechten 
Seite ron (14) endlich und kontinuierlich, und das gleiche 



gilt mithin yon -=5- . 

600 8U dW 

Bilden wir aus (13 a) und (13 b) -^ und -= , so er- 

erhaiten wir: d * dx 



fi t \ * , 

(14 a) -5-5- = // - L -r- --- L do+ 
' * 



und diese Form el gilt sowohl fur auBere, als fur innere 
Punkte, mit Ausnahme von Punkten der Oberflache. Ana- 

d 2 V d*V 

loge Ausdrucke ergeben sich fur -5 und -Tr-r-: man er- 

oy' 02* 

halt sie, wenn man in (14 a) , OB mit 17, #, resp. mit ? z 
vertauscht. Durch Addition der so erhaltenen Ausdrucke 
folgt: 



(15) 



+ 1^ + 



- 4- cos(tf, ri) 



Q Q 



008(^0 -F 



Zur Vereinfachung von (15) beachten wir, dafi 





** _ ni _ fs 



- _ - , 

n 

die Eichtungskosinus von Q sind, und zwar 

fiir die Eichtung vom angezogenen Punkte A nach einem 
Massenpunkte hin. Daher ist: 



(16) 



cos (JV, f ) 



+ cos (N, r,} 
+ cos (JV, 






Fiiliren wir ferner raumliche Polarkoordmaten mit A als 
Anfangspunkt em, setzen also: 



so wird: 



daher : 



(16 a) 



die no 



~d e 



z 



die 



^ 



+ 



die 



Durch Anwendung von (16) und (16 a) gent (15) in folgende 
Gleichung tiber: 

/IK \ 

<) 



Auf das dreifache Integral rechts wenden wir nun den 
Hilfssatz II (S. 70) an , indem wir in demselben f = 1 , 
<p = fc setzen, zugleich den dort mit bezeichneten Punkt, 
von dem die Eadien Q ausgehen, mit dem angezogenen 
Punkte A zusammenf alien lassen. Nach. jenem Hilfssatze 
wird: 

oc) Wenn A auBerhalb der anziehenden Masse, also 
auBerhalb des Integgrationsraumes liegt: 



dv 



dp 



I 

j 
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und daher 

(15c) ^7 B = 0, 

wie es die Laplacesche Gleichung fordert. 

/?) Liegt dagegen A innerhalb der anziehenden Maaae 
(mit AusschluB der Oberflache), so wird: 

'die dv , rflceoa(N, Q]do 



also wird, da (Tc) ff=0 der Wert von fc im Punkte A ist: 



Ba dies fiir jeden Punkt im Innern der Masse gilt, so 
haben wir (mit Weglassung des Index) fiir innere Punkte 
beliebiger anziehender Massen die Poissonsche Gleichung: 

(15d) .4Vi*=*-4cnlc. 

Die Vergleicrmng von (15c) und (15 d) ergibt unmittelbar ; 
dafi sicb. AV beim tibergang von auBeren Punkten 
zu Punkten der Masse diskontinuierlich andert. 
Denn fiir Punkte der Masse hat zIF, wie nahe der an- 
gezogene Punkt auch der OberflacLe liegen moge, einen 
von Null verscMedenen Wert; fiir aufiere Punkte dagegen 
ist, wie nahe dieselben auch der Oberflache liegen, AV = . 
An der Oberflache selbst hat demnach A V keinen ' be- 
stimmten Wert. 

Unsere Beweisffihrung setzte voraus, daB die Dichtig- 
keit 7c iiberall im Innern der Masse eine endliche, stetige 
und differentiierbare Funktion der Stelle ist, uud dafi die 
ersten Ableitungen von fc iiberall endlich sind. Da6 Jc 
stets endh'ch ist, liegt im Begriff der Dichtigkeit. Anders 
steht es mit den iibrigen Voraussetzungen, die durchaus 
nicht fiir jede Massenverteilung erfiillt zu sein brauchen. 
Es lafit sich aber zeigen, daC die obigen Eesultate, ins- 
besondere die Gleichung (15 d), giiltig bleiben, wenn jene 
Voraussetzungen nicht fiir die ganze anziehende Masse er- 
fullt sind, sondern nurfiir die unmittelbare Umgebung des be- 

<9Jfc 
trachteten Punktes A . Wird zunachst -^-r in einem Punkte 

dU 6 ^ 

unendlich [wodurch die an -^ S. 73 gekniipften Schliisse 



beliebigen ADSchlieisungsf lache ; durch diese wird die ganze 
anziehende Masse in zwei Teile geteilt, den Teil I aufler- 
halb und den Teil II innerhalb der Flache. Die Potentiale 
beider Teile seien F z und V n , das Gesanitpotential also 

f\ 7 

V = Vi 4- V a . Auf V t konnen wir , da im Teile I ~^- 

c 

uberall endlich ist, die obige Transformation anwenden, 
und es wird, falls A dem Teile I angehort, AV X = 4 n fc . 
Fiir den Teil II ist A ein auBerer Punkt; es bedarf daher 

dV If 
der Transformation von y-^ nicht, vielmehr wissen wir 

auch ohne diese Transformation, da8 Vji der Laplaceschen 
Gleichung genugt, A V H = . Somit wird f iir den Punkt A : 



Wird einer der Diff erentialquotienten von fc langs einer Linie 
Oder an einer Flache F unendlich, so hat man die Ab- 
schlieBungsflachen nur so zu legen, dafi sie jene Linie, resp. 
jene Flache F ganz umschlieBen. Ganz ebenso muB man 
verfahren, wenn Jc an einzelnen Stellen (Punkten, Linien 
oder Flachen) diskontinuierlich ist. Denn an solchen 
Stellen haben die Differentialquotienten von Jc ' keinen 
bestimmten Wert, und die bei der Beweisfiihrung be- 
nutzten Hilfssatze sind nicht mehr anwendbar. 

Mittels der angegebenen Methode erkennt man, daB AV 
noch einen bestimmten Wert hat, und daB die Grleichung (15d) 
gilt, wenn nur der betrachtete Punkt A nicht innerhalb 
der Abschliefiungsflachen liegt. Die Voraussetzungen iiber 
die Stetigkeit von ~k und die Endlichkeit der Differential- 
quotienten von fc brauchen daher nur in unmittelbarer 
Umgebung des betrachteten Punktes A erfullt zu sein. An 
Stellen, wo diese Bedingungen nicht erfullt sind, hat AV 
keinen bestimmten Sinn, ebensowenig wie an der Oberflache 
der anziehenden Masse, wo ja auch .die Dichtigkeit sich 
diskontinuierlich andert, indem sie von einem endlichen 
Werte plotzlich zu Null ubergeht. Solche Ausnahmestellen, 
in denen AV seinen Sinn verliert, konnen keine raumliche 
Ausdehnung haben, das ist durch die Bedeutung einer Masse 
ausgeschlossen. Es sind also nur einzelne diskrete Punkte, 
Linien oder Flachen, in denen die zweiten Ableitungen 



Punkte smd solche, in denen sich kerne anzienende Masse 
befindet, in denen also die Dichtigkeit Tc der anziehenden 
Masse = ist. 

e) Ans der diskontinuierlichen Anderung yon 
zIF an der Grenzflache der Masse werden die eiit- 

<9 2 F dW 
sprechenden Anderungen von -3-7, -* -5, .. ab- 

geleitet. . dy 

Um aus der diskontinuierlichen Anderung von A V an 
der Oberflache der anziehenden Masse die entsprechende 
Anderung der einzelnen Summanden von AV, sowie die 



Anderung von -= = usw. abzuleiten, stellen wir folgende 

Betrachtung an. f(oo, y, ) == sei die Gleichung einer be- 
liebigen IFlache und 9? (a?, y, } eine Punktion, die fiir alle 
Punkte der Plache verschwindet. Wir fragen: welche Be-. 
dingungen nniB <p fur eine gegebene Mache erfiillen? Es 
seien ao, y, z die Koordinaten eines Punktes P der Flache, 
x -\- doc , y -f dy , z + de die Koordinaten eines zweiten 
Flachenpunktes P a , der P unendb'ch nahe liegt. Da <p fur 
alle Machenpunkte verschwinden soil, so ist: 

<p(o5, y i z) und <p(x + doc , y + dy , z + de) = . 

Entwickeln wir die linke Seite der zweiten Gleichung nach 
dem Taylorschen Satze, ziehen dann die erste Gleichung 
ab und sehen von den unendlich kleinen Gliedern zweiter 
und hoherer Ordnung ab, so erhalten wir: 



Andererseits ist, da die Koordinaten von P und P a der 
Flachengleichung geniigen: 

' 17a > Kto + fy' + lZ* '. 

Bf 8f df 
oder da -~ . -^ , -~ proportional den Kosinus der 

osc ' By ' dz 
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Winkel sind, welebe die Normale N mit den Koordinaten- 
acbsen bildet: 

(17 b) cos(jy,. x) dx + cos(#, y) dy + cos(#, *) dz = . 

Die Gleicbung (17) muB nun f iir alle Punkte P x der Flacbe, 
die P unendlicb nahe liegen, d. h. fur alle Wertsysteme 
6x, dy , dz erfullt sein, die der Gleicbung (17 to) geniigen. 
Setzen wir dsc = , so folgt aus (17) und (17 b): 

dm dm 
~8y~ '' ~6^ ^ 

und fiir 5 2 = ergibt sicb: 

^ 

' 



x ' 

Das gleicbzeitige Besteben von (17) und (17b) erfordert 
also, dafi 

If : If ' 
ist, welcbe Gleicbungen wir aucb so scbreitfen ko'nnen: 

- - = m co8(JV, x] , -~ = m cos(N, y) , 
(18a) * e y 

- = wcosfJ?", ) . 

02 \ ' / 

Nun sei fur einen beliebigen, mit Masse von beliebiger 

Dichtigkeit gefiillten Kaum V a das Potential eines auBeren, 

Vi das eines inneren (Massen-) Punktes. ifacb Kap. 5 

i wissen wir, dafi F und seine ersten Ableitungen sicb beim 

( tJbergang von Punkten der Masse zu auBeren Punkten 

kontinuierlicb andern. Nabert sicb also der angezogene 

; Punkt einmal von auBen, das andere Mai von innen der 

dV ' dV- 

\ Grenzflacbe, so nabern sicb -^ und -~ . wenn sie auch 

./ ' dx ox 

im allgemeinen durcb ganz verscbiedene Funktionen dar- 
gestellt werden, demselben Grenzwerte, d. b. an der Grenz- 

- flacbe der Masse ist 



flacne. Wir konnen daner aui die aui der nnken tSeite 
von (19) stehende Funktion die Gleichungen (18 a) an- 
wenden und ernalten 



(19 a) 



lim -5- ~-~) = m cos(N, x) , 

V dx 2 . ox 2 I 

f Qzy ^sy. \ 

lim -= -= IT- = m cos(N, y) . 

\dsc dy dx dyj v ' y ' ' 

i "T a T 1 " = m C OS(N, ) , 

oa; dz dx dz) v ' ' ' 



lim 



wo unter lim . " der Wert zu verstehen ist, den 
dx 2 ' d#2 

annimmt, wenn der angezogene Punkt sich von aufien 
einem Punkte P der Grenzflache der Masse beliebig nahert, 



unter lim 



der Grenzwert von 



-~- , 
doc* 



wenn der an- 



gezogene Punkt sich von innen demselben Punkte P be- 
liebig nahert. Setzen wir in (19) statt der Ableitungen 
von V a und* 7 f nach x die Ableitungen nach y , resp. , 
so folgt ebenso: 



(19b) 



(19 c) 



lim f 


v i | 


,..-, . 


1*9 a? dy 

/ #27 
lim j - .. 


das dy/ 
8*V t \ 


ti cos (Jy , oc) , 


\ G^ 2 
lim 1 


dy* ! 
d*V { \ 




\5y ^ 


dy dzl 
d' 2 V- \ 




\ox vz 

I d" z V 
lim ( a 


dx dz/ 
d*V t \ 


p cos (N , a?) , 


\dy dz 

I d 2 V 


} 


<M fnsi( A 7 " \ 



\ 



iinnen toeiten aer zweiten Gleichung (19 a) und 
der ersten Gleichung (19b) sind gleich, mithin ist 

m cos(N, y) = n cos (2?, x) , 
ebenso 

m cos(JV, z)p cos(JV, a?) , n cos(JV, z)p cos(JV, y) , 

d. h. es ist 

____w n _ p 

cos(JV, x) cos(JV, y) ~ cos(jy, )" ' 

oder, wenn der Wert jedes der gleichen Briiche mit I 
bezeichnet wird: 

(19 d) m = A.COB(N, x} , n = 1 cos(N, y) , p = A eos(N, z) . 
Die Gleichungen (19 a) (19 c) nehmen somit folgende 



Form j 
(20) < 


in: 

liTn 1 


5T^\ Uo< , 


J 2 ^, y) , 

j(JV, a;)cos(JV, a/) , 
i(N, a?)cos(JV ? 2) , 

i(N. ni\ o.nar/V *\ 


\ Cj / y > * 
/ ^) 2 T7" 


?T5 \ 


\ dy z 

1i-rv\ I ffl 


a y )- Aco[ 

* 1 3 ^ri 


lim log 

(^ 2 T r 



Og* / 


i' "i 
dec dy 

I Q^y 


. 1 A UUfc 

oa? oy/ 
W < ^ , _ 


ILili \ - 

Voa? oz 
I dW 

lim - - ~- 


oa? GZI 

d*V- \ 
~ 1 .3 ans 



Die Addition der drei ersten dieser sechs Gleichungen gibt 



und da AV a = 0, AVi 4^fc, so wird 

(20 a) A = +4?rfc, 

wo fe die Dichtigkeit der Masse an dem betrachteten 
Punkte P der Grenzflache bezeichnet. 

Die Gleichungen (20) und (20 a) enthalten das ge- 
suchte Eesultat. 



W anger in, Theorie dee Potentials I. 
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Kapitel 7. 

Verhalten des Flachenpotentials und seiner Ableikmgen, 
falls der angezogene Punkt sich der anziehenden Flaehe 

nahert. 

a) Erlauterung an Beispielen. 

Schon bei Berechnung der Anziehung, welclie eine 
homogene Kreisflache auf einen Pnnkt ausiibt, der senk- 
recht iiber ihrem Mittelpunkte liegt, ergab sich, daB die 
anziehende Kraft (die senkrecht zur Kreisflache gerichtet 
ist) sich beim Durchgang des angezogenen Punktes durch 
die Kreisflache diskontinuierlich andert. Jene Kraft strebt 
(s. Kap, 2, Aufg. 3, S. 17) dem Werte 2nx zu*), wenn 
der angezogene Punkt von der einen, dem Werte -j- 2 yi x , 
wenn der angezogene von der anderen Seite sich der an- 
ziehenden Flache nahert, wahrend sich Z = ergibt, wenn 
dem angezogenen Punkte von vornherein eine feste Lage 
im Mittelpunkte des Kreises gegeben wird. 

Fiir das Potential jenes Kreises ergibt sich mit An- 
wendung derselben Bezeichnungen wie S. 15 17: 





und darin ist ]/ 2 = +% , je nachdem z positiv oder ne- 
gativ ist. Man sieht hieraus, daB, wenn z sich dem 
Werte Null nahert, sei es von positiven, sei es von nega- 
tiven Werten her, V denselben Wert 2,nxR annimmt; 
und diesen Wert hatte man auch erhalten, wenn man 
bei der Berechnung von V von vornherein e den kon- 
stanten Wert Null gegeben hatte. Im Gegensatz zu Z 
andert sich V also kontinuierlich beim Durchgang des 
angezogenen Punktes durch die anziehende Flache. 

Untersuchen wir noch das Potential und die An- 
ziehungskomponenten einer homogenen Kugelflache. Wif 
konnen das Potential der Flache auf genau dieselbe Weise 
mittels der Laplaceschen Differentialgleichung ableiten, 

*) Der S. 17 auftretende Faktor fm ist, wie iiberall von 
Kap. 4 ab, =1 gesetzt. 
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wie S. 4347 das Potential einer Kugelsehale, und er- 
halten, falls x, y, z die Koordinaten des angezogenen 
Punktes sind, r sein Abstand vom Mittelpunkte, fiir Punkte 
auBerhalb der Kugel 



v 

* ~~ 



r r 



wo R den Kugelradius, die Dichtigkeit bezeichnet. Fiir 
Punkte im Innern der Kugel wollen wir das Potential 
zum Unterschiede mit V bezeichnen; es hat nach S. 46 
einen konstanten Wert, und dieser konstante Wert ergibt 
sich durch Berechnung des Potentials fiir den Kugel - 
mittelpunkt, so daB 



... 
(2) 






wird. IsTahert man sich von auBen oder von innen der 
anziehenden Kugelflache, so nahern sich V und T^ dem- 
selben Grenzwerte 4 n x E ; und derselbe Wert des Poten- 
tials hatte sich auch ergeben, wenn man dem angezogenen 
Punkte von vornherein eine feste Lage auf der Rugel- 
flache gegeben hatte*). 

Aus (1) und (2) folgt ferner 



8V 4nx R 2 oc 8V 1 



und analog werden die Ableitungen von V nach y und z . 
Daraus ist ersichtlich, dafi, wenn der angezogene Punkt von 
auBen oder innen her sich der anziehenden Kugelflache 

dV 3V 

nahert, -^ und ~- sich verschiedenen Grenzwerten 

00? OX ' 

dF 4jr xoc ... dVi _ 

nahern. -^ dem Werte -- - , wahrend -~- = 
' dx R dx 

bleibt. Auch hier andern sich die Differentialquotienten 



*) Die Berechnung des Potentialwertes fiir diesen Pall lafit 
sich in derselben Weise durchfuhren wie gleich nachher fiir die 
Anziehung. 



des Potentials (die Arizietm.ngskomponen.ten) diskontmuier- 
lich beim Durcbgang durcb die anziehende Flacbe. Legen 
wir insbesondere das Koordinatensystem so, daB der an- 
gezogene Punkt auf der positiven 0-Acbse sich beiderseits 
der Kugelflache nabert, so haben wir, da bier a; = , 
y'= 0,2; = +JR ist, 



idV dV,\ fdV dV< . 

lira \~= ^-i-) = 0, lim -- . 1 = 0, 

\8$ tioo I \oy dy ' 

{3a) < /fi7 57, 
lim -= j-i 

V 08 OZ 

und + ist dabei die aufiere Normale der Kugel an der 
Stelle, die der angezogene Punkt passiert; a?, y sind par- 
allel der Tangentialebene der Kugel an dieser Stelle. 

Fragen wir nocb nacb den Werten, welcbe die An- 
ziebungskomponenten annebrnen, wenn der angezogene 
Punkt eine feste Lage a.uf der Kugel bat. JDiese Werte 
ergeben sich aus den Formeln (9), S. 21, wenn man in 
diesen # = E setzt; dabei sind die Achsen so gelegt, dafi 
die positive #-Acbse durch den angezogenen Punkt geht. 
Die dritte dieser Formeln gibt, wenn man wieder von 
dern Faktor fm absieht, 







o o 

Z ist also aucb bier (wie bei der Kreisscbeibe) sowobl 

8V 
von dem Grenzwerte von -^ = 4 n x , als von dem 

dV d * 

Grenzwerte von -7; == verscbieden: Z ist das aritb- 

08 ' 

raetiscbe Mittel der letzteren beiden Werte. 

Die Z-Komponente der Anziebung fur den Puiikt 
a? = , y = , z = R wird nacb Formel (9), S. 21 : 



X = K 




Da hier die zu integrierende Funktion fur & = unendlich 
wird, schlieflen wir den angezogenen Punkt durcti eine 
kleine ihn umgebende Kurve von dem Integrationsgebiet 
aus, d. h. wir integrieren nicht von & = , sondern von 
$ = , wo e eine kleine GroBe ist, die je nach der Natur 
der AbschlieBungskurve in verschiedener Weise von <p 
abhangen kann. Die Ausfiihrung der Integration nach 
'& gibt, da die obere Grenze $ = TT. ist: 



~\r __ 



f\ s 1 

~K I log tg -T- + cos cosr/5 <?9? , 

J I 4 wj 



und dies Integral kann ganz verschiedene Werte annehmen, 
je nachdem man fiir die eine oder die andere Funktion 
von <p setzt. Gleiches gilt fiir den Grenzfall = ; d. h. 
der Wert der Anziehungskomponente X ist abhangig von 
der Katur der Abschliefiungskurve und der Art, wie diese 
immer kleiner nnd kleiner wird, ist also vollig unbestimmt. 
Dasselbe gilt fiir Y. 

In ahnlicher Weise wiirde sich fiir eine anziehende 
Kreisflache die Unbestimmtheit der der Kreisflache par- 
allelen Anziehungskomponenten ergeben haben, falls man 
den angezogenen Punkt in den Mittelpnnkt des Kreises legt. 

b) Ableitung der Eigenscnaften fiir beliebige 
Flachen bei beliebiger Massenverteilung. 

Die allgemeine Ableitung der vorher an speziellen 
Beispielen erorterten Eigenscbaften stutzt sich am ein- 
fachsten auf die in Kap. 6 abgeleiteten Formeln. 

Es sei o ein Flacherjstuck von beliebiger Gestalt, das 
aber uberall eine bestimmte Tangentialebene besitzt. 
Ferner nehmen wir zunachst o so klein, reap, geben dem 
Koordinatensystem eine solche Lage. daB die Kormale 



von a nirgends zur ic-Ach.se senkrecht steht. o sei mit 
Masse von der Diclitigkeit K belegt, so daB das Potential 
von a fur auBere Punkte den Wert hat: 




(4) 









xdo 
Q 



Das Flachenstuck o werde nun auf irgend eine Art 
zu einer geschlossenen Flache er- 
ganzt, und es werde das zu dem 
Behufe zu a hinzuzufiigende Fla- 
chenstiick o' so gewahlt, daB a' 
iiberall eine bestimmte Tangen- 
tialebene hat, und daB auch an 
der Grenze von o und a' eine 
solche vorhanden ist. Den von 
a und a' begrenzten Eaum T 
denke man mit Masse von der 
Dichtigkeit fc (fiber die noch zu 

verfiigen sein wird) gefiillt und nenne das Potential dieser 

Masse V, also 





Q 



"ffber fc verfiige man so, daB der Wert von Ic an der 
Flache a 



ist, eine GroBe, die, da cos^, |) an o nirgends ver- 
Bchwindet, fiir alle Punkte von a einen bestimmten end- 
lichen Wert hat. Die so fiir a bestimmte Funktion fc 
setze man beliBbig fort, nur mit der Beschrankung, daB 
sich die Werte von Js im Innern von T kontinuierlich an 
die gegebenen Werte (6) anschlieBen, und daB Tc iiberall 
in T endlich und stetig ist, die Ableitungen von Ic ferner 
iiberall endlich sind. Dann kann man auf V die For - 
mel (13) des Kap. 6 (S. 73) anwenden, eine Formel, die 
sowohl fiir Punkte der anziehenden Masse gilt, als fiir 
aufiere Puukte, mit AusschluB jedoch von Punkten der 



./ 
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OborfltM'.he. Die in jener Formel (13) auftretende Funk- 
tion W i,st (lurch (13 b) gegeben, und zwar ist das Doppel- 
intc^ral in (lljb) iiber- die Gesamtoberflache von T zu 
crHtri'c.kcn, d. h. iiber die beiden Flachen o und a'. Also 



(7) 



Q 

a' 



Da nun k an der Flache a den Wert (6) annimmt, also 
fecos(JV, ) = K ist, sowird 

(7 a) w*=-J-J', 

wo J das Potential von a fiir die Dichtigkeit K , J' das 
Potential von a' fur die Dichtigkeit 7ccos(JV, |) bezeichnet ; 
und dor Wort von 7c an </ hangt von der Art und Weise 
ab, wic die an o bekannte Funktion To fortgesetzt wird. 
Di< e.rwtihnto Formel (13) gibt uns also 

(H) Z__J _,'+, 

5fc 

wo 17 das Potential der in T mit der Dichtigkeit -^j 

V( i rteilten Masse ist. Wenn nun der angezogene Punkt 
eimnal vom Inneren von T, das andere Mai von auBen 
sicb der Fliiclie o beliebig nahert, so wissen wir (s. Kap. 5), 
dafl 

.- 170 = 



ist. Ferner ist fiir die Flache </ ein an o liegender Punkt 
ein auBerer, und fiir Ptmkte auBerhalb der anziehenden 
Masse ist das Potential kontinuierlich, d..li. es ist: 



Mitbin folgt aus (8), dafi 

(9) lim^-J^O 

ist; d. h. das Potential J der Flache o andert sich kon- 
tinuierlich auch beim Durchgang des angezogenen Punktes 
durch die anziehende Flache. 

Da wir wissen, dafi die zweiten Ableitungen von V 
sich sowohl auBerhalb T, als innerhalb kontinuierHch andern 



dx 



Wir wenden diese Gleiclmng auf Ptfnkte an, die sich von 
auBen der Flache a beliebig nahern, dann auf Punkte, die 
sich von innen derselben Stelle von a nahern, und sub- 
tranieren die so erhaltenen Gleichungen. Bezeichnet dann 
der Index a , ~wie vorher, daB es sich um auBere Punkte, 
der Index i, daB es sich um Punkte innerhalb T handelt, 
so erhalten wir: 



limj- 

\occ 



SSG dec i ' 



Wegen der Eigenschaften des Potentials raumlicher Massen 
ist aber: 



doo dec 



Bbenso ist: 



da J' das Potential der Flache o' ist und ein an a liegender 
Punkt fur a' ein auBerer ist. Endlich ist nach (20) und 
(20a) des Kap. 6 (S. 81): 



lim 



, <) , 
7 / ? 



wo jfc die Dichtigkeit an dem betrachteten Punkte von 
ist, N die auBere Normale von T . An a ist aber : 
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und (N, f) und (N, x) bezeichnen denselben Winkel ; es 
wird daher: 



und somit nach (11) 



(12) lim \^~~P- = -4*x 

\ dx ox I 

Wir wollen dem Eesultat noch eine Form geben, die die 
Bezeichnung auBere und innere Punkte sowie auBere Nor- 
male nicht enthalt. Denn von auBen und innen kann man 
wohl in bezug auf den Eaum T sprechen, nicht aber in 
bezug auf eine ungeschlossene Flache a . Wir treffen des- 
halb folgende Festsetzung. Von den beiden Normalen- 
richtungen von a wahlen wir die eine als Eichtung von 
+N, bezeichnen mit J den Wert des Potentials fur einen 
Punkt, der sich auf der Seite von --N der Flache o 
nahert, mit J den Wert des Potentials fur einen Punkt, 
der sich auf der Seite von N der Flache o nahert, so 
folgt aus (12), gleichgiiltig, welche der beiden Normalen- 
richtungen als +JV gewahlt wird: 

MO \ v (3J dJi\ 

(12a) liEM^, ^- L ] = 4:nxGOB(N. so) . 

' \6so doe J 

wo (N, cc) den Winkel bezeichnet, den die gewahlte Nor- 
malenrichtung -}-N mit der positiven #-Achse bildet. Lassen 
wir insbesondere die positive #-Achse mit +N zusammen- 
f alien, so wird: 

(12b) Hi ISJ 

Und dies ist die Verallgemeinerung des fiir die hornogene 
Kreisscheibe und die homogene Kugelflache gefundenen 
Eesultats. Gehen wir aber von beliebigen Lagen der a?-Achse 
?u einer solchen Lage iiber, daB X zu N senkrecht steht, 
also einer in der Tangentialebene des betrachteten Punktes 
gelegenen Eichtung t parallel ist, so folgt aus (12 a): 



Die normalen Ableitungen des Flachenpotentials 
andern sich also diskontinuierlich beim Durchgange 
des angezogenen Punktes durch die anziehendeFlache, 
wahrend die tangentialen Ableitungen beiderseits glei- 
clie Werte haben. 

Bei der Ableitung dieser Besultate 1st angenornmen, 
daB a eine nicht geschlossene Flache ist. Sie gelten aber 
ohne weiteres aucb fur geschlossene Flachen 8. Denn zer- 
legt man. S in zwei nicht geschlossene Flachen a und 8 t , 
nennt die Potentiale dieser beiden J und $, so daB J + $ 
das Gesamtpotential von S ist, so gilt, falls a den Teil 
von S darstellt, in dem der angezogene Punkt an 8 heran- 
tritt, fur J die Gleichung (12 a); fur $ aber ist, da der 
angezogene Punkt fiir 8 ein aufierer ist: 



r n 

li-m -- - rli. A 

HlJ-l I r, f. I - \J 

\dSG OX ) 

Fiir ^ + J gilt also wiederum die Gleichung (12 a). 

Was die zweiten und hoheren Ableitungen des Flachen- 
potentials betrifft, so haben dieselben fiir Punkte der Flache 
keine Bedeutung, da schon die ers.ten Ableitungen an der 
Flache diskontinuierlich werden. 

c) Potential und Anziehungskomponenten fiir 
feste Punkte der Flache. Im vorstehenden haben wir 
das Verhalten des Potentials und seiner ersten Ableitungen, 
der Anziehungskomponenten, fiir den Fall untersucht, daJJ 
der angezogene Punkt von der einen oder der audern Seite 
sich der anziehenden Flache beliebig nahert. Es fragt sich, 
oh die normalen und tangentialen Anziehungskomponenten 

der Flache noch einen bestimmten 
Wert haben, wenn der angezogene 
Punkt ein fester Punkt der Flache 
selbst ist. Zur Beantwortung die- 
ser Frage nehmen wir den festen 
Punkt der Flache zum Anfangs- 
. 20. punkte der Koordinaten, die Fla- 

chennormale in zur -Achse, 

und zwar bei geschlossenen Elachen die auBere Normale zur 
positiven ^-Achse. Wir beschranken uns dabei auf solche 
Punkte, in denen die Flache eine bestimmte Tangentialebene 
hat. In dieser Tangentialebene (der a?2/-Ebene) beschreiben 




bis zum Scbnitte mit dem Zylinder umfaBt, und die ubrig- 
bleibende Flache, die wir als Teil II bezeichnen. Die Unter- 
suchung kann sich dann auf Teil I beschianken, da fur 
Teil II der angezogene Punkt ein auBerer ist. 

Das Potential J und die normale Komponente Z der 
Anziehung sind, da der angezogene Punkt der Anfangs- 
punkt ist: 

(13) J = / / . Z 



oder, wenn man in der a?y-Ebene Polarkoordinaten einfuhrt 
und do durch seine Projektion auf die a?7/-Ebene ausdriiekt: 



(IB a) J = 




cos(JV, 



Darin ist (Jf, t) der spitze Winkel der Machennormale von do 
gegen die C-Acbse; und wenn d klein genug gewahlt wird, 
ist (N, ) stets kleiner als %n. Die Integration in (13) ist 
iiber den Flachenteil I, die in (13 a) daner iiber den Kreis d 
zu erstrecken. Dabei ist aber zunachst die unmittelbare Um- 
gebung des Punktes von der Integration auszuschlieBen, 
da dort r = , = ist. Es ist somit zunachst nach r 
zu integrieren von r = s bis r = d , wo e eine sehr kleine 
GroBe ist, die fiir verschiedene ^ verschiedeue Werte aa- 
nehnien kann; die Grenzen fur $ ferner sind und 2 a. 
Wir schreiben die Ausdriicke (13 a): 



J = d$ 



(13 b) { 




Z = ld'& 



und beachten folgendes. Eine beliebige durcli die 2-Achse 
gelegte Ebene sclineidet die Flache in einer Kurve, deren 
Abszisse r und deren Ordinate 1st. Fur r = ist t = 

und auch = , da die Achse & die Normale irn An- 

dr 

fangspunkte ist. , als Funktion von r betrachtet, hat da- 
her die Form: 
(14) = r*yM, 

wo a > 1 und y(r) fur r = endlieh ist; - ist also 

fur r = . Hat die Krummung aller Normalschnitte 
der Flache in einen endlichen Wert, so ist a = 2 . In 

diesem Falle ist also auch fiir r = endlich, und die 

r i 

beiden Integrale J und Z haben auch fiir den Grenzfall 
e = einen bestimmten endlichen Wert. 
Liegt ex. zwischen 1 und 2, so ist: 

C v 0") ' 



Dann wird zwar in Z die zu integrierende Funktion = oo 
fiir r . Da aber der Exponent von r im tenner zwischen 
und 1 liegt , so hat das Integral Z fur lim e = hoch 
einen endlichen Wert, der unabhangig von der Art und 
Weise ist, in der zu konvergiert. 

Untersuchen wir in gleicher Weise eine der tangen- 
tialen Anziehungskomponenten, z. B. die JT-Komponente, 
so haben wir: 

, , ,_ , , .. r 2 cos$ dr d& 

JL = 



(15) 



Fiir e wird die zu integrierende Funktion und, da r 
den Exponenten 1 hat, das innere Integral selbst unend- 
lich. Wegen des Faktors cos?? ist also X die Summe von 
Ausdriicken, die teils +00, teils oo sind, also unbestimmt. 




aiese unDestimmtneit Kerne scheinbare ist, ergibt sicn 
durch i'olgende tiberlegung. Je naeh der Waltl der Kurve, 
durch die die unmittelbare Umgebung Ton vom Inte- 
grationsgebiet ausgesehlossen wird, wird s eine andere und 
andere Funktion von #, und je nach der Wahl dieser Funk- 
tion kann man es erreichen, daB X einen unendlich groBen 
oder einen beliebigen endlichen Wert annimmt. 

Wir sehen also, daB, wenn der angezogene Punkt eine 
feste Lage in der Flache selbst hat, die tangentialen An- 
ziehungskomponenten vollig unbestimmt werden, wahrend 
die normale Anziehungskomponente (ebenso wie das Po- 
tential) noch einen bestimmten endlichen Wert hat. Im 
Abschnitt a) dieses Kapitels haben wir an zwei Beispielen 
gesehen, daB dieser endliche Wert der normalen An- 
ziehungskomponente das arithmetische Mittel der beiden 
Werte ist, die die normale Ableitung des Potentials an- 
nimmt, je nachdem sich der angezogene Punkt von der 
einen oder der andern Seite der anziehenden Flache nahert. 
GauB*) hat gezeigt, daB das auch allgemein der Fall ist. 
Doch wollen wir den Beweis hier iibergehen. 

Kapitel 8. 

Potential und Anziehungskomponenten von Massen, die 
langs einer Linie ausgebreitet gind. 

Der einfaehste hierher gehorige Fall ist der einer homo- 
genen geradlinigen Strecke. Legt man das Koordinaten- 
system so, daB die Strecke in die a?-Achse fallt und von 
I = a bis f = & (& > a) reicht '(vgl. Fig. 3, S. 12), so ist ihr 
Potential : 



(1) 



17 

V = 



1 I w 

xlog - 



Der Ausdruck (1) laBt sich noch umformen, indem man 
den Bruch unter dem Logarithmenzeichen mit 



*) S. Gaufi' Werke V, S. 215 ff. 



und 



resp. nur mit der letzteren Differenz erweitert. Dadurch 
gelit (1) Tiber in: 

2 7 - g i 



resp. in: 

[[& - x +]/(& - a?) 2 -f y 2 -f- z z ] [x-a + ]/(# a) 2 + 



Solange y und z von 2STull verschieden sind, ist es gleich- 
gultig, welchen der drei Werte man anwendet. Fallt aber 
der angezogene Punkt in die Verlangerung der anziehenden 
Strecke, d. h. wird y = , 2 = 0, so werden, da die hier 
auftretenden Wurzeln die positiven Wurzelwerte bezeichnen, 
fur a?> & die Ausdrucke (1) und (3) unbestimmt, fiir x <a 
die Ausdrucke (2) und (3). Dagegen gibt fur #>&, y = 0, 
z = der Ausdruck (2) : 

(2 a) 7=lo 



fiir x <a, y = , 2 = folgt aus (1) : 

(la) 7 = log(| 

\& 

Um zu untersuchen, was aus 7, resp. seinen Ableitungen 
nach a? , y , 2 wird, wenn der angezogene Punkt sich der 
anziehenden Strecke immer mehr nahert, d. h. wenni/ = 0, 
z = wird und a < oc < & ist, wenden wir am zweck- 
maBigsten den Ausdruck (3) an. Der Zahler des unter dem 
Logarithmus stehenden Bruchs wird dann 2 (& x) 2 (ao a} , 
ist also von Null verschieden, wahrend der ifenner = 

<97 8V 

wird. 7 wird also unendlich, ebenso -^ und -^ . 

Setzen wir noch: ^ ^^ 



bezeichnen also mit t den Abstand des angezogenen Punktes 
Ton der anziehenden Linie, so sehen wir, daB, fur t = , 



V tmendlicli wird wie 2log( J, und dafi -=- unendlich 

^ - 2* , , n u / di 

wird wie - , oder dafi 

t 

7 / 6V\ 

(4) lim - = +2x, limt.-jr- =-2 . 

< = o V of / 



3F 
Dagegen bleibt, wie sich aus (3) ergibt, -y- auch fiir 

t = endlich , mit Ausnalime der Werte so = a , so = & , 
d. h. auBer an den Endpunkten der anziehenden. Strecke, 
wahrend, wenn man dem angezogenen Punkte" eine feste 
Lage in der anziehenden Strecke gibt, das die JT-Komponente 
der Anziehung darstellende Integral seinen Sinn verliert. 
Es lafit sich weiter zeigen, dafi die durch (4) aus- 
gedriickten Eigenschaften bestehen bleiben, wenn an Stelle 
einer geraden Linie eine beliebige Kurve tritt, ferner auch, ' 
wenn x nicht mehr konstant ist. Im letzteren Falle be- 
zeichnet in (4) K den Wert, den die Dichtigkeit in dem- 
jenigen Punkte besitzt, in dem der angezogene Punkt an 
die anziehende Linie herantritt. Wir gehen auf diesen 
Beweis hier nicht ein und begniigen uns damit, an dem 
einfachen, oben behandelten Beispiele der homogenen ge- 
radlinigen Strecke erkannt zu haben, daB das Potential 
und die zu der Strecke senkrechten Anziehungskomponenten 
nicht rnehr endlich bleiben, wenn der angezogene Punkt 
an die anziehende Linie heranruckt, daB sich also fiir Punkte 
der Masse das Linienpotential wesentlich anders verhalt 
als das Korper- und das Flachenpotential. 

Kapitel 9. 

Die charakteristischen Eigenschaften des Korper- und 
Flachenpotentials. 

a) Der Greensche Satz. 

Sind U und W zwei Funktionen der Koordinaten, 
die in einem endlichen, von einer oder rnehrerenFlachen 
begrenzten Baume T selbst nebst ihren ersten Ab- 
leitungen einwertig, endh'ch und stetig sind, und haben 
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auch die zweiten Ableitungen von W in T tiberall 
bestimmte endliche Werte 7 so ist: 

dW 
lliU/lWdv = IIU- 

(1) 



, 

__ _!_ _ _____ _L __ . _ 1 /TO) 

dx dx dy dy dz dz / 

Hierin sind die dreifachen Integrale iiber das Volumen 
von T, d.as Doppelintegral rechts 1st iiber die samtlichen 
Grenzflachen von T auszudelmen, N ist die auBere NOT- 
male jener Grenzflachen und A bezeichnet die Operation: 



Der Satz ergibt sich sofort aus dem S-. 60 aufgestellten 
Hilfssatz I. Bezeichnet man die Integrationsvariablen 
nieht, wie dort, mit , 77 , f , sondern mit x , y , z , setzt 

dW 

f = U, <p = -5 , so lautet jener Satz: 
oso 



Fiigt man die beiden analogen Gleichungen hinzu, die 
man durch Vertauschung von x mit y, resp. z erhalt, addiert 
die drei Gleichungen und benutzt das durch (la) defi- 
nierte Operationszeichen A , so folgt 



rr \ BW 

UA Wdv = / / CT U~ cos (JV, a?) -f ^ cos(JV, ) 

JJ [ox dy ^ ' y ' 

(2a) W 

^?7 



dx dx 
Endh'ch ist 



(2b) 






uud somit.geht (2 a) in die zu beweisende Gleichung (1) 
fiber. 



uie jK/icntigneit aer Lrieicrrang 
folgt aus den Begeln der Differentiation. 1st /' irgend 
eine Funktion von #,?/,, ds das Bogenelement einer 
beliebigen Knrve, so ist 

^L ^L ^ _i_ ?/ ^L i ^f ^ z 

ds dx ds dy ds dz ds ' 

wo dx , <Zjr , dz die Anderungen von # , y , s sind, die der 
Andemng dls von s entsprecben , d. b. die Projektionen 
von ds auf die drei Achsen; daher ist weiter 



dec 

= COS(S,) USW. 
(A} S 



nn<i somit 



._ = _ cos (* , a?) + -r cos (* , y) + -=^- cos (s.z) . 
o's c>a? dy dz 

Fiir /' == TF , s N ist das die G-leichung (2b). 

Folgerungen. I. Fur die folgenden Anwendungen 
wird der besondere Fall der Gleichung (1) gebraucht, in 
dem W U ist. Dann ist 

1 TT 

= II U-~-do 

oN 



,dz 
Ist auBerdem noch im ganzen Eaume T 

(3a)' AU = 0, 

so wrd ' 

/ J \\ dft I \ dy i \ $2 I I J J dN 

f/t/*/L\ Wi '/ \ \J f \/J /4/ *' 

II. Ist U von W verschieden, und fiigt man zu den 
Annahmen, unter denen (1) gilt, noch die weitere, dafi 
auch die zweiten Ableitungen von U in T iiberall bestimmte 
endlicbe Werte haben, so kann man in (1) U mit W ver- 
tansclien, d. h. es ist aucb 

W anger in, Theorie des Potentials I. " 



WAUdv = 



' 
""" dw 6u dw 



dec 8co dy dy dz dz 
und durch Subtraktion von (1) und (4) folgt welter 

(5) 



eine Gleichung, die fur den Fall A U = oder AW = 
oder A U = und A W weitere Folgerungen zulafit. 

b) Die charakteristischen Eigenschaften des 
Raumpotentials. 

1st V das Potential irgend einer dreifach ausgedehnten 
Masse, so wissen wir nach Kapitel 4 6, dafi 1. V und 
seine ersten Ableitungen nach den Koordinaten x , y , & 
des angezogenen Punktes im ganzen Eaume einwertig, 
endlich und stetig sind, 2. daB V und seine samtlichen 
Ableitungen verschwinden, wenn der angezogene Punkt 
ins Uuendliche ruckt, und zwar derart, daB 



Iim(r V) , limr 2 



8-V 



usw. 



endlich bleiben (der erste G-renzwert ist gleich der ge- 
samten anziehenden Masse), 3. daB die zweiten Ableitungen 
von V im allgemeinen einwertig, endlich und stetig sind, 
jedoch mit Ausnahme der die anziehende Masse be- 
grenzenden Flache, ferner mit Ausnahme gewisser Stellen 
(Punkte, Linien oder Flachen), an denen sich ^ie> Dich- 
tigkeit diskontinuierlich andert, oder in denen die ersten 
Differentialquotienten der Dichtigkeit unendlich werden, 
4. daB fiir alle Punkte im Innern der Masse, die nicht 
den genannten Ausnahmestellen angehoren, die Poisson- 
sche Gleichung AV ' = kn~k gilt, fiir alle Punkte auBer- 
halb der Masse die Laplacesche Gleichung z!7 = 0. 

Es soil nun gezeigt werden, daB diese Eigenschaften 
fiir das Potential charakteristisch sind, d. h. daB, wenn 
eine Funktion V alle genannten Eigenschaften besitzt, sie 
notwendig das Potential des durch die gegebene Funktion & 
als Dichtigkeit bestimmten Massensystems ist. Der JSTacli- 
weis fiir diese Behauptung wird folgendermafien gefuhrt. 



Funktion T^ , die mit dem Potential V eines gegebenen 
Massensystems die samtlichen Eigenschaften (1) bis (4) 
gemeinsam hatte, so bilde man eine dritte Funktion 

(6) U = V - V 1 . 

Dann miiJBte auch U die Eigenschaften (1) bis (3) besitzen, 
zugleich . miifite in alien Punkten, in denen die zweiten 
Ableitungen von V und damit nach der Annahme auch 
die von F x und wegen (6) auch die von U einen be- 
stimmten Wert haben, 

(7) AU = 

aein. Denn fur Punkte der Masse ist AV = ~ 4 n 7c , daher 
auch AV = 4 n Tc , mithin AH = AV AV = , uad 
fur Punkte auBerhalb ist ja A V und AV t . 

Auf diese Funktion U wenden wir nun die Gleichung (3b), 
S. 97, an, indem wir als Integrationsraum das Innere einer 
sehr grofien, um den Anfangspunkt beschriebenen Rugel 
vom Badius JK nehmen. Booh miissen wir, um den Yoraus- 
setzungen, unter denen (3b) abgeleitet war, zu geniigen, 
von dem Integrationsraum e alle die Stellen ausschlieflen, 
in denen A V und damit A U keinen bestimmten Sinn mehr 
hat. Dazu gehort zunachst die die anziehende Masse be- 
grenzende Oberflache. Diese wird dadurch ausgeschlossen, 
dafi man auf den Normalen derselben sehr kleine, uberall 
gleiche Stiicke nach beiden Seiten hin abtragt, also zwei 
jener Oberflache sehr nahe Parallelflachen konstruiert und 
den Eaum zwischen diesen Parallelflachen vom Integrations- 
gebiet ausschliefit, so dafi jene Parallelflachen Grenzflachen 
des neuen Integrationsgebietes werden. In derselben Weise 
werden auch solche Flachen im Innern der. anziehenden 
Masse, in denen AV seinen Sinn verliert (also z. B. solche 
Flachen, an denen fc sich diskontinuierlich andert), aus- 
geschlossen. Ausnahmepunkte umgebe man einfach mit 
einer Kugel von sehr kleinem Eadius und betrachte den 
Innenraum der Kugel als nicht zum Integrationsgebiet ge- 
horig. Linien endlich, an denen die zweiten Ableitungen 
von V ihren Sinn verlieren, werden dadurch ausgeschlossen, 
dafl man um die einzelnen Punkte derselben Kugeln mit 
sehr kleinen, aber gleichen Eadien beschreibt und den 

7* 
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von der Enveloppe aller dieser Kugeln eingesclilossenen 
Baum von dem Integrationsgebiet ausschliefit. Fur das 
Gebiet I 1 , das naeh AussckluB aller genannten Stellen vom 
Iimern der Kugel H iibrig bleibt, sind dann die Bedingungen, 
unter denen Gleichung (3b), S. 97, abgeleitet 1st, erfiillt. 
Auf dieses Gebiet T konnen wir daher jene Gleichung (3b) 
anwenden. Dabei ist das Doppelintegral der recliten Seite 
von (3b) iiber alle Grenzflachen von T zu erstrecken, also 
iiber die Oberflache der Kugel R und die samtlichen Ab- 
schlieBungsflachen. 

Das so erhaltene Besultat bleibt auch richtig, wenn 
wir einmal den Badius B der auBeren Kugel beliebig, 
schliefilich iiber alle Grenzen wachsen lassen, und wenn 
wir zweiteus die nicht zu T geho'rigen, im Innern der 
ixugel M liegenden Eaunie beliebig verkleinern und schlieB- 
lich zum Verschwinden bringen. Es geschielit dies dadurcb, 
da6 die Badien der abschliefienden Kugeln immer mehr 
verkleinert und daB' die vorher erwahnten Parallelflachen 
einander immer naher gebracht werden. Wir wollen nun 
zeigen, daB dadurch der Wert des Oberflachenintegrals 
auf der recliten Seite von (3b) der Null beliebig nahe ge- 
bracht werden kann und im Grenzfalle = wird. 

Tim das nachzuweisen, betrachten wir zunachst den 
Teil des Oberflachenintegrals, der iiber die beiden Parallel- 
flachen F; und F n zur auBeren Grenz- 
flache der Masse zu erstrecken ist. 1st 
Pj ein Punkt von F I} P n der entspre- 
chende Punkt von F n , d. h. der 
Punkt, der mit P r auf derselben Uor- 
male der Genzflache liegt, so sind, 
falls nur die Elachen Fj und F n einander nahe genug liegen, 

die Werte von U , - , --^- , -~ in P/ und P n beliebig 

wenig voneinander unterschieden, denn U und seine ersten 
Ableitungen sind ja im ganzen Baume kontinuierlich. Ferner 
geht wegen einer bekannten Eigenschaft von Parallelflachen 
die Normale von F z in P z durch den Punkt P n und ist 
zugleich Normale von F n . Bedenken wir aber, daB in (3b) 
N die auBere !N"ormale des Integrationsgebietes bezeichnet, 
so hat in P t N die Bichtung von P z nach. P ZI hin, in P n 
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ro.sOV, ) luiben in P r und P w gleiche absolute Werte, 
abcr ontv^tftwgesetzte Vorzeichen. Somit hat der Ausdruck 



> 






in /'/ imcl P// Werte, die, absolut genommen, beliebig 
vorachieden sind, aber entgegengesetzte Vorzeiclien 
.n. Glcic-L.es gilt fiir je zwei entsprechende Punkte 
von ./'V uud J7 1 //. Lafit man nun die Flachen F x und F n 
d<r (Jrcjnxflticlio der Masse immer naher und naher kommen, 
sio ist <!UH fiber beide Flachen, Fj und F n , erstreckte 
Tnlctrral 



srhlictilicli die Grenze einer Summe, Ton der je zwei Sum- 
man den von gleichem absoluten Werte, aber entgegen- 
ffc'sotztcm Vorzeichen sind, das Integral verschwindet daher. 
'Kxistieren aufier der Grenzflacne der Masse noch andere 
PJjic.lion, an denen AV keinen bestimmten Sinn hat, so 
hat man auch diese durch Parallelflachen auszuschlieBen 
und kann auf diese wortlich die vorhergehende Argumen- 
tation anwcnden, desgleichen auf die AbschlieBungskugeln 
einzolner Punkte, wobei nur fur P z und P n solche Punkte 
der Ituffdfiache zu wahlen sind, deren Verbindungslime 
ein Durclimesser der Kugel ist. Betreffs der AbschlieBungs- 
fiachon von Unstetigkeitslinien ist zu beachten, da6 diese 
aiis rflhrenfdrmigen Flacben bestehen, die oben und unten 
dureh Stftcke von sebr kleinen Kugemachen gescnlossen 
Snd Auf die eigentlichen Eohrenflachen lafit sich die 
vorhor auf die Fllchen JP, und F n angewandte Betxach- 



ist[denn do ist diesem Quadrate proportional] tmd nut 
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achten wir, dafi, wenn E sehr groJB ist, V und daher 
auch U sehr klein wird, so daB 



einen endliehen Wert hat. Bezeiclinen wir diesen mit h, 
so ist also fur sehr groBe B 



(8) 



B ' 



Bbenso werden fiir groBe B die Ableitungen -^-, -5 



eu 



'dU 

immer kleiner, so dafi 

* 5?7 

gilt daher fiir -^-=- , so dafi fiir grofie 



dao 
endlich bleibt. Gleiches 



(8 a) 



Ai 



wird, wo \ eine endliche, von B unabhangige GroBe be- 
zeichnet. Endlich wird das Flachenelement der Kugel 

(8b) do - 



Kehmen wir noch fiir ~^~ seinen absoluten Wert. wo- 

oN ' 

durch der absolute Wert des Integrals vergroBert wird, so 
haben wir also fur das iiber die Kugel B erstreckte Integral 



A 
B "~E* 



B 2 sin$d$d<p , 



d. h. 



o o 

und da Ji und 7i x endliche, von B unabhangige GroJBen 
sind, so wird der Grenzwert unseres Integrals, fiir B <x>, 
gleich Null. 

Wir sehen also, daB, wenn wir B iiber alle Grenzen 
wachsen lassen und die innerhalb der Kugel B liegenden, 
urspriinglich nicht zum Integrationsgebiete T gehorigen 
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Raume zum Verschwinden bringen, die rechte Seite der 
Gleichnng (3b) versehwindet. Aus (3b) folgt dann also:' 



und zugleich umfaBt das Integrationsgebiet jetzt den ganzen 
unendlichen Baum. Das Integral (9) ist eine Summe von 
lauter positiven Gliedern, die nur verschwinden kann, wenn 
jeder einzelne Summand verschwindet. Es muB daher fiir 
jedes Volumenelement, d. h. fiir jeden Punkt des ganzen 
Baumes, 

(10) lE.o, ^-o, ^-o 

^ ' dx dy dz 

sein, d. h. : 

(10 a) ?7 = konst. , 

. und da U im Unendlichen verschwinden mu6, weil V 
und F! diese Eigenschaft haben, so nmfl jene Konstante 
gleich !N"ull sein, d. h. nach (6): im ganzen Raume ist 



Es gibt also keine von 7 verschiedene Funktion F 1? die 
mit 7 die samtlichen, S. 98 aufgefuhrten Eigenschaften 
gemeinsam hatte. Jene Eigenschaften sind daher fiir 7 
charakteristisch. Anf diesen Pnnkt hat Dirichlet znerst 
aufmerksam gemacht, und man bezeichnet inf olgedessen jene 
Eigenschaften haufig als Dirichletsche charakteristische 
Eigenschaften. 

c) Die charakteristischen Eigenschaften des 
Flachenpotentials. 

Fiir das Potential 7 einer mit Masse belegten Flache 
sind in den Kapiteln 4 und 7 folgende Eigenschaften ab- 
geleitet: 1. 7 ist im ganzen Raume kontinuierlich, end- 
lich nnd einwertig. 2. Die ersten Ableitungen von 7 
sind im ganzen Baume einwertig, kontimiierlich nnd end- 
lieh, mit Ansnahme der anziehenden Flache selbst, wo 
sich die Ableitungen nach der ZsTormale diskontinuierlich 
andern, so dafi 





wird, unter K die Dichtigkeit in dein betrachteten Flacheu- 
punkte verstanden, wahrend die tangentialen Ableitungen 
7AT beiden Seiten der Flache den gleichen Wert besitzen. 
B. Im ganzen Eaume, mit Ausnahme der anziehenden 
Flache, sind auch die zweiten Ableitungen von V einwertig 
endlich und kontinuierlich ; an der Flache selbst verlieren 
sie ihre Bedeutung. Im ganzen Eaume, mit Ausnahnie der 
Flache selbst, gilt die Laplacesche Gleichung AV = . 
4. Im Unendlichen verschwinden V und seine Ableitungen, 
und zvrar derart, daB 

0V 



Iim(r7), 



usw. 



endlich bleiben. 

Auch diese Eigenschaften sind fur das Flachenpotential 
charakteristisch, d. h. ist V das Potential einer gegebenen 
Massenverteilung einer Flache, so existiert keine and ere 
Funktion V 1 , die mit V die samtlichen vorgenanntenEigeii- 
schaften gemeinsam hatte. Der Beweis fiir diese Behaup- 
tung ist genau so zu fiihren wie beim Korperpotential. 
Wtirde eine solche ' Funktion V 1 existieren, so bilde man, 
wie dort, eine dritte Funktion: 

(12) Z7-7-F-!, 

dann hat U ebenfalls alle vorgenannten Eigenschaften, nur 
daB, da Gleicliung (11) sowohl fiir V, als fur V gilt, an 
der anziehenden Flache 

(12a) U 

' 



ist. Die ersten Ableitungen von U verlieren zwar an der 
anziehenden Flache ihren Sinn, haben aber zu beiden Seiten 
der Flache dieselben Werte. 

Auf diese Funktion U wende man wieder die Glei- 
chung (3b), S. 97, an und nehme als Integrationsraum 
ebenfalls das Innere einer Kugel mit sehr grofiem Eadius E . 
Doch ist, damit die Voraussetzungen , unter denen (3b) 
gultig . ist, zutreffen, von dem Integrationsraume die un- 
mittelbare Umgebung der anziehenden Flache F auszu- 
schlieBen. Ist diese Flache geschlossen, so konstruiere man 
zu beiden Seiten von F zwei F sehr nahe Parallelflachen 



j? / uuu j: n turn scniiejDe aen von aiesem aegrenzten Jtcaum 
vom Integrationsgebiete aus. War F nicht geschlossen, so 
organze man F zu einer geschlossenen Flache und verfalire 
ebenso. An dem Erganzurtgsstiicke andern sich die Ab- 
leituugen von U kontinuierlich, haben also zu beiden Seiten 
gleiche Werte. ISTunmehr kann man die ganze Argumen- 
tation S. 100 bis S. 103 wortlich wiederholen , mir dafi 
hier nocb. die Yereinfachung eintritt, dafi die vorher im 
Innern von F vorbandenen AbscblieBuugsflacnen fort- 
fallen. Durcb Grenziibergang findet man dann genau das 
friiliere Eesultat, dafi im ganzen Eaume 

U = , mithin V = V t 

sein mufi, d. b. dafi es keine von V verscbiedene Funktion 
gibt, die die cbarakteristiscben Eigenschaften mit V ge- 
niein hat. 

d) Anwendung der -cbarakteristischen Eigen- 
schaften. 

Mittels der Diricbletscben cbarakteristiscben Eigen- 
scbaften kann man priifen, ob irgend eine vorgelegte Funk- 
tion ein Korper- oder ein Flacbenpotential darstellen kann, 
und welches die zugeborige Massenverteilung ist. Wir 
wollen das an folgendem einfacben Beispiele erlautern. 

Von einer Funktion F sei bekannt, dafi sie innerbalb 
einer Kugel vom Radius B den Wert 

(13) Fi = 

babe, auJBerbalb jener Kugel den Wert 

(13a) ^.-^Tt 

wo 

y2 _ 0.1.+ y2 + Z Z 

ist und der Kugelmittelpunkt den Anfangspunkt des Ko- 
ordinatensystems bildet. Es ist zu untersucben, ob diese 
Funktion ein Potential darstellen kann, und welches. 

Zunachst seben wir, daB, ftir r = R , FI = F a wird, 
die Funktion F ist daher im ganzen Eaume einwertig, 
endh'ch und kontinuierlich. Ferner wird 

,.*._. A. I, 



und da stets ein echter Bruch 1st, auch fur beliebig 
r 

groBe r, so sehen wir, daB 

(14) 

Ferner wird: ' 



(15) 



(15 a) 



due 



: =0., 



dy 



= 0, 



dz 



3R 3 yz 



~ 

GZ 



Wir sehen, daB die Ableitungen von F^ sowohl, als die 
von F a einwertig, kontinuierlich und endlich sind, daB 
ferner 

~ n x z 1 



(15 b) 



limr 2 

r=oo 



dec 



= 



wird und ebenso limr 2 



und limr 2 



verschwin- 



den, daB aber fur r = R im allgemeinen die Ableitungen 
von Fi und F a verschiedene Werte annehmen, daB sich 
jene Ableitungen also an der Kugelflache r = R diskonti- 
nuierlich andern. Wir schlieBen daraus, daB F nicht ein 
Korperpotential darstellen kann. Soil F ein Flachen- 
potential darstellen, so muB im ganzen Eaume, mit Aus- 
nahme der Kugelflache R selbst, AF == sein. Dafi dies 
fiir Fi gilt, lehrt der bloBe Anblick der Gleichungen (15). 
DaB auch A F a == 1st, ergibt sich leicht folgendermaBen. 
Bs 1st 



(16) 



a! 

_ T 

d* 



und, da der Laplaceschen Gleichung geniigt (s. S. 42), 



A = 0, 
r 



.u.oijt/. <j. A/io ^iia,Aji.i/ciiai;ioi5m3u iiugtiiisuaarcen. aes jrotentiais. lt)Y 

so ist auch 




dz . 
mithin 

AF a = . 

Die vorgelegte Punktion .F besitzt daher die charakteristi- 
sclieii Eigensohaften des Maehenpotentials, und F t und F a 
stellen das Potential der auf gewisse Weise mit Masse 
belegten Kugelflache R dar. Um die Dichtigkeit zu 
finden, fuhren mr Polarkoordinaten ein: 

(17) # = rcos$, so = rsin^cos9? , y = r sin ^ sin 9? , 
so wird 



(18) < 

daher 
(19) 


&F< q, SJFtf 


E 3 COS'^ 


2 f iool# 


00317 _ 

or 7 5r 
r /<9^ a 5^\ 


3r>nai9. 


* * * \ n A " i 

r=R \ CT or / 





oder da fiir r = R r die aufiere Kugelnormale ist, 

fdF a 6F-\ 
(19 a) lim K-?- -~-l = 3 cos$ . 

Andererseits gilt fiir jedes Flachenpotential die Gleichung 



MitMn ergibt sick fiir die Dichtigkeit x der Wert 
3cos# 3 z 



(20) 



4:71 



Die Dichtigkeit ist also auf der einea Kugelhalfte positiv, 
auf der anderen negativ, und die Gesamtmasse ist gleich 
Null. 

Zusatz. Will man die umgekehrte Aufgabe losen 
und das Potential der Masse berechnen, die auf der Kugel 



vom Badius H mit der Dichtigkeit ausgeoreitet 

TC Jo 

ist, so beachte man zunachst, daB $ der (in Winkelmafi 
gerechnete) spharische Abstand eines beliebigen Punktes Q 
der Kugelflache von demjenigen festen Punkte P dieser 

Flache ist, in dem letztere von 
der 2-Achse geschnitten wird, daB 
M also die Dichtigkeit der Flachen- 
belegung im Punkte Q 




(21) 



-~ 



Fig . 22. 



ist. Man fiihre ferner neben dem 
Koordinatensystem x, y,z, dessen 
2-Achse durch P geht, ein neues 
Koordinatensystem x', y', z' mit 
als Anfangspunkt ein, dessen 
positive s'-Achse durch den an- 
gezogenen Punkt A geht und 
nehme die Ebene POA zur 
In dein neuen Koordinatensystem sind die 
Koordinaten des angezogenen Punktes P 

(22) '=0, 2/'=0, z'=r, 

^o r = OA ist. Die Koordinaten i :/ , if, f eines be- 
liebigen Punktes der Kugel driicke man durch Polar- 
koordinaten aus, deren Achse' OA ist: 

(23) ' = R sin /I cos/.t , if == R sin/I sin/,t , C' = R cos/ ; 

dann ist /I gleich dem spharischen Abstande QA^, wo A^ 
derjenige Punkt der Kugel ist, in dem diese von OA ge- 
schnitten wird, und ju ist der Winkel QA 1 P. Der Bo- 
gen PA 1 ferner ist gleich dem Winkel $ , den OA mit OP 
bildet. In dem spharischen Dreieck PA^Q ist nun 



= cosi9' cosl 4- sini? 1 sin A cos, , 
daher nach (21) die Dichtigkeit 



(21 a) 



= - [cos^ cos K + sin-^ sinl cos,w] . 



also, wenn man <Zo durch die Polarkoordiaaten / , p aus- 
driickt und fur x, os', y', z', ', 77', ' ilire Werte aus 
(21 a), (22) und (23) setzt: 



(9d\ 7 = / 1 , -f sin^' sin A cos/^] sin A <?/l ^/^ 

~ 



Die Grenzen des Integrals sind A = und I = n 
jj, und ju = 2 n . Da ^ im Nenner nicht vorkommt ? 
laJBt sich die Integration nach t u ausfuhren, und wegen 
der Grenzen fur /u wird 

jr. 

3 

(24 a) F = JR s cos# 

> I 



Das hier auftretende Integral ist ganz ahnlich dem. 
das bei der Berechnung der Anziehung einer homogenen 
Kugelflache vorkam (s. S. 21), und lafit sich in ganz der- 
selben Weise ausfuhren, indem man 



zur Integrationsveranderlichen nimmt. So ergibt sich: 
(24 b) F - 



Fur R > r ist /(E y) 2 = R r , daher 
(25 a) F = -^ {R s + r 3 (R s ~ r 3 )) 

if" 

wahrend fiir r > R ]/(R r 2 ) = r R ist, daher 
(25b) V = l 






Da die Ableitung fiir beliebige Werte von r und # gilt, 
so wird . 



je nachdeni der angezogene Punkt im Innern der Kugel 
liegt oder aufierhalb. 



II. Abschnitt. 

Erweiterungen des Potentialbegriflk 

Kapitel 1. 
Anziehung nach anderen Gesetzen als dem Newtonschen. 

a) Begriff der Kraftefunktion. 

Der Begriff des Potentials laBt sich auf andere Krafte 
als die nach dem ISTewtonschen Gesetze wirkenden aus- 
dehnen, wenn man mir annimmt, daB die zwischen zwei 
Massenpunkten m, p, wirkende Kraft K in die Yerbin- 
dungslinie beider Punkte fallt und einer beliebigen Funk- 
tion des Abstandes Q beider proportional ist: 

(1) K = 



Die Komponenten dieser Kraft sind, wenn wir dieselben 
Bezeicnnungen wie im I. Abschnitt einfiihren und aucli 
m wieder als den Punkt betrachten, anf den die Wirkung 
ausgeubt wird: 



(2) X = m u f(o) usw. 

Q 

Dabei ist, falls f(g) positiv ist, die Kraft als anziehende 
angenommen; fiir abstoBende Krafte sind die Vorzeicben 
der Komponenten die entgegengesetzten. Man kann dafiir 
au$b. sageu: fiir anzienende Krafte ist f(o) positir, fur 
abstoBende negativ. 

Fiihrt man eine neue Funktiori F(Q) ein: 

(3) 

so wird (vgl. S. 27): 

(4) X*=mu- 2 .- 

CtP OSB O3D 



Kap. 1. Anziehung nach verschiedenen Gesetzen. 

und die beiden anderen Komponenten Y, Z werden die 
Ableitungen derselben Funktion nach y und z. Es es;i- 
stiert also auch Mer eine Funktion 

(5) U = m{*F( Q ), 

deren partielle Ableitungen nach den Koordinaten des an- 
gezogenen Punktes die Kraftkomponenten darstellen. Wir 
bezeichnen diese als Kraftefunktion, wahrend wir den 
Namen Potential oder auch IsTewtonsches Potential 
fur die nach dem Newtonschen Gesetze wirkenden Krafte 
reservieren. 

Ohne weiteres kann man auch in dem betrachteten 
allgemeineren Falle von der "Wirkung diskreter Punkte zu 
der von Massen iibergehen, die in Eaumen oder auf 
Flachen oder auf Linien verteilt sind. Fur Massen z. B,, , 
die einen begrenzten Eaum kontinuierlich erfullen, ist die 
Kraftefunktion 

(6) U = mfJjTcF(o)dv, 
und 

eu 

6s 

stellt die Kraftkomponente nach der' Bichtung s dar. 

b) Vergleich zwischen der allgemeinen Krafte- 
funktion und dem Newtonschen Potential fiir 
Punkte aufierhalb der Masse. 

Es ist von Interesse zu untersuchen, -welche Eigen- 
schaften des Newtonschen Potentials auch fiir die all- 
gemeinere Kraftefunktion gelten, welche dem Newt onschen 
Potential eigentumlich sind. Dabei wollen wir die Masse m 
des Punktes, auf den die Wirkung ausgeiibt wird, der 
Einfachheit wegen = 1 setzen, also fur anziehende raum- 
liche Massen 
(6 a) U = 



setzen und analog fur anziehende Flachen 
(6b) U=ffxF(Q)do. 

Ohne jede Anderung lafit sich der Begriff der Mveau- 
flachen und Kraftlinien auf die allgemeine Kraftefunktion 
ausdehnen. Die Mveauflachen sind bestimmt durch 



U = konst., sie stehen uberall auf der wirkenden Kraft 
senkrecht, und die ELraftlinien werden durcb. dieselben 
Differentialgleichungen bestimmt wie beim Wewtonschen 
Potential (s. S. 34). 

Wie das Potential sind ferner auch die Kraftefunktion 
und ihre Ableitungen kontinuierliche Funktionen der Ko- 
ordinaten des angezogenen (resp. abgestoBenen) Punktes, 
solange letzterer auBerhalb der anziehenden Masse liegt. 
Dagegen sind die Satze, die fiber das Verhalten des Po- 
tentials und seiner Ableitungen im Unendlicnen aufgestellt 
sind (S. 38 40), dem Newtonschen Potential eigentiim- 

licli. Sie beruhen darauf , dafi F(Q) gerade = ist. Je 

nach der Annahme iiber f(@) kann U im Unendlichen 
verschwinden oder auch nicnt, und die Art, wie U sich 
im ersteren Palle dem Werte Null nahert, ist im allge- 
meinen eine andere als beini Potential. 

Auch die Laplacescbe Differentialgleichung gilt allein 

fiir f (^) = . Bilden wir fur ein anderes Anziehungs- 
gesetz @ 

(7) AV~lJj-k 



und soil A U fur eine beliebige Massenverteilung ver- 
schwinden, so mu6 

(7 a) . 

sein. ISTan ist 



dec 
daher 



, 






q 

_ f( n \ _ "--? 

p ' dp 



Kap. 1. Anziehuug nach verschiedenen Gesetzen. H3 

Setzt man diesen Wert von d[F(Q)] in (7 a) ein und divi- 
dierb durch f(^), so folgt: 



_ __ J ________ _ 

Q Q 

also, wenn man integriert und die Integrationskonstante 
mit log C bezeichnet: 



Oder 



d. h. nur fur das Hewtonsche Gesetz gilt die Laplace- 
sche Differentialgleiohang. 

Zusatz: 1st f(o) Q, also die Anziehung der Ent- 
fernung proportional, so wird 



wo M die gesamte wirkende Masse bezeichnet. 

Fur das neuerdings inehrfach untersuchte Gesetz 



*($-, 



fiir das 



wird, ergibt sich 



c) Die Kraftefunktion fur Punkte innerhalb 
der wirkenden Masse bei dem Gesetz . 

Ob die Kraftefunktion U und ihre Ableitungen noch 
Mr Punkte, die der wirkenden Masse angeboren, einen 
Sinn behalten, hangt lediglich von der Fatur der Funktion 
ffa) ab. 1st diese Funktion auch fiir = endlicb, so 
kann man die Ausdriicke fiir V sowie fiir die ersten und 



sich die Sache,. wenn fur g> = die Funktion f(g) unend- 
lich wird. Von besonderem Interesse ist bier der Fall 



wo p irgend eine positive Zahl ist [p 1 bildet insofern 
eine Ausnahme, als dann F(Q) = log ( j wird]. 

^ c 

Wir wollen zunachst untersuchen, fiir welche Werte 
von p die Kraftefunktion einer raumliehen Masse, die 
durch (6 a) gegeben ist, noch einen endliclien Wert besitzt, 
wenn der Punkt A(SB, y , z) der Masse angehort. Zu dem 
Zwecke schlieBen wir, wie S. 52 53, zunaciist die un- 
mittelbare Umgebung des Punktes A von dem Integrations- 
gebiet aus, indem wir um A eine beliebige gescblossene 
Plache K besctreiben und die Integration iiber das zwischen 
E. und der auBereri Grenzflache liegende Volumen. er- 
strecken. Zugleioh fiibren wir, wie S. 53, raumliclie Polar- 
koordinaten mit A als Anfangspunkt ein, so geht der 
Ausdruck (6 a) iiber in: 



(9) 






p-l 



und zwar ist nacb. Q zii-integrieren von Q = d bis Q == ^ , 
wo <5 und Q I die Abstande der Punkte B und B 1 von A 
bezeichnen , in denen der Radius von der Bichtung $ , <p 
die Flache K und die aufiere Grenzflaclie der Masse 
schneidet. Wenn nun p ^ 3 ist, so steht in dem Integral 



eine positive Potenz von Q oder die nullte Potenz, und 
daner nat das Integral (9 a) aucb fiir 6 = einen be- 
stimmten endlichen Wert. Dasselbe gilt auch noch fiir 



Kap. 1. Anziehung nach verschiedenen Gesetzen. H5 

Werte von p zwischen 3 und 4. Denu die Anwendung 
des Mittelwertsatzes gibt: 



1st 4 p > , so ist fiir d = aucli d^- p = , und da k 
seiner Bedeutung nach eine iiberall endliche Funktion der 
Koordinaten ist, so ist M(k), der Mittelwert voa Ic , stets 
endlich. Auch hier hat also das Integral (9) firr d = 
noch einen bestimmten endlichen Wert, und dieser Wert 
ist unabhangig von der Art und Weise, wie d wird, 
d. h. unabhangig von der Art, wie die Abschlieflungsflaehe 
K sich zuna Punkte A zusammenzieht. 

Ist jedoch p>4, so stelJt 6*-? eine negative Potenz 
von d dar, fur d = wird daher d^-v unendlich. Fur 
i t p = 4 wird die rechte Seite von (9b) 



also ebenfalls = oo fiir d . Man sieht ferner, dafi U 
auch nioht unbestimmt wird, dadurch etwa, daB das Integral 
eine Sum me von positiven und negativen unendlich grofien 
Summanden darst.ellt. Denn ist 7c iiberall positiv, so auch 
M (fc) , und sin$ ist, da nach $ von bis n zu integrieren 
ist, ebenfalls positiv. Die Glieder, die unendlich groB 
werden, haben also saintlich das gleiche Zeichen. Falls 
aber 7c innerhalb der Masse sein Zeichen wechselt, teile 
man das Integral U in zwei Integrale, deren eines die 
Eaum teile mit positivem fc umfafit, das andere die mit 
negativem fe. Liegt A in dem ersten Kaumteil, so hat 
das zweite Teilintegral einen bestimmten endlichen Wert, 
der von <5 ganz unabhangig ist, sich also mit 6 = nicht 
andert, das erste Teilintegral aber wird aus dem oben 
erorterten Grunde unendlich grofi. Nur wenn A gerade 
an der Grenze beider Eaumteile liegt, wird U unbestimmt. 
Wir sehen also: U behalt stets einen bestimmten end- 
lichen Wert, wenn p < 4 ; U verliert aber fiir Punkte der 
Masse seiaen Sinn, wenn p 2> 4 ist. 

d) Die Anziehungskomponenten fiir Punkte der 



Die Jf-Komponente der Anziehung ist 

* 

also nacli Einfiihrung TOD Polarkoordinaten init A als 
Anfangspunkt und der Parallelen zur #-Achse als Achse 
der Polarkoordinaten: 



8U 

P.) * -35- ? 

Wird wieder die Umgebung des Ptmktes A voin Inte- 
grationsraum ausgeschlossen , so haben wir an Stelle des 
Integrals (9 a) bier das Integral 



(10b) 



Damit dies auch fur 3 = einen bestimmten endlicheii 
Wert hat, muJJ 

p-2<l, ?<3 

sein. Wir konnen hier aber nicht behaupten, dafi fur 
p ^ 3 X = 00 wird. Denn wenn auch das Integral (lOb) 
unendlicli wird, so besteht, wegen des Faktors cos$ , X 
aus einer Summe von Gliedern, die teils positiv, teiJs 
negativ uiiendlich sind, wenigstens solange A im Innern 
der Masse liegt. . X wird nur vollig unbestimmt. Falls 
jedocb A auf der Grenzflache der Masse liegt, so liegt 
die AbschlieBungsflaehe K ganz auf einer Seite der in A 
an die Grenzflache gelegten Tangen- 
tialebene. Die Integration nach $ , <p 
ist daher nicht, wie fiir innere Punkte, 
iiber eine Kugelflache zu erstrecken, 
Pigi 23. sondern nur fiber eine Halbkugel. Legt 

man zugleich die .Z-Achse so, daS 
sie mit der inneren Norrnale der Grenzflache in A zu- 
sammenfallt, so ist nach ft von bis \n zu integrieren, 
cos ft ist also innerhalb der Integrationsgrenzen positiv. 
Zugleich kann man die AbschlieBungsfiache K von vorn- 
herein so klein, wahlen, dafi & innerhalb derselben sein 
Zeichen nicht andert. Dann stellt fiir p ^ 3 und (5 = 




das Integral fiir X eine Sumine von Gliedern dar, die 
samtlich einerlei Vorzeichen haben und, absolut genommen, 
unendlich groB sind. Jenes Integral wird also unendlich 
grofi. Wir haben damit den Sate, der fiir konstante k 
zuerst von GauB ausgesprochen ist: 

Satz. Eine raumliche Masse, die einen aufieren 

Punkt nach dem Gesetze --- anzieht, wo p => 3 , iibt 

auf einen Punkt der Oberflache eine unendlich groBe 

normale Anziehuiig aus. 

Was den unbestimrnten Wert von X fiir Punkte 
innerhalb der Masse betrifft, so liifit sich zeigen, daB es 
sich hier nicht um eine scheinbare Unbestimmtheit handelt, 
wie bei den zweiten Ableitungen des Newtonschen Po- 
tentials, sondeni daB X fiir p^'d keinen bestimmten 
Sinn mehr hat. Zu dem Zwecke betrachten wir den Fall 
eines konstauten k und nehmen als AbschlieBungsflache 
< K eine um A mit dem Radius ti beschriebene Kugel, so 
wird fiir p > 3 das Integral (10 b) 

lo Jc 



daher, da d vori -f} und rp unabhaugig ist, 



Nun ist, da nach ft von bis n , nach (p von bis 2 JT 
zu integrieren ist, 

//sin# coS'i? 1 d-d d<p = , 

daher zunachst fiir jedes d> 0: 

. 7c 




und laBt man jetzt 5 = werden, so belialt X einen be- 
stimmten endlichen Wert. 

Das trifft aber nur flir die angenominene AbschlieBungs- 
flache zu. Wahlt man fiir letztere statt der Kugel z. B. 
die Flache i 



wo eine sehr kleine GroBe, n eine positive Zahl < 1 be- 
zeichnet, so tritt an die Stelle der Gleichung (11) die folgende : 

fc i 1 



p 3 \& 

-// ^3 ''I- 

J J tri J 

'Nun ist 

If (I + w cos i?) sin$ cos^ 1 dti d<p = n | 
und 



wird, verm w von s unabliangig ist, = oo fiir K = , wahrend 
wenn n von e abhangt, das Integral jeden beliebigen Wert 
annehmen kann, je nach der zwischen n und e angenommenen 
Beziehung. Ahnliche Scliliisse iviirden sich auch fiir andere 
AbschlieBungsflaohen ergeben. Der Wert von X fiir p > 3 
ist also vollig unbestimmt, namlich abhangig von der 
]S"atur der Flache K , die die Umgebung des Punktes A 
voin Integrationsgebiet ausscnliefit und sich nachher zum 
Punkte A zusammenzieht. Dasselbe Besultat laBt sich 
auch ftir p = 3 in ahnlieher Weise ableiten. 

A.nmerkting 1. DaB X auch fur Punkte der Masse 
gleich der Ableitung der Kraftefunktion nach X ist, laBt 
sich streng genau ebenso zeigen, wie fiir den Pall p = 2 
(s. S. 55), vorausgesetzt, daJ3 X einen bestimmten end- 
lichen Wert hat. 

Aamerkung 2. Fiir den Fall einer homogenen Kugel- 
schale lassen sich die Integrale fiir U und X . ausfuhren, 
falls man Polarkoordinaten einfiihrt, deren Achse durch 
den Punkt A geht. 

e) Das Anziehungsgesetz l:g p fur Massen, die 
auf Flachen ausgebreitet sind. 

Wir wollen zunachst den speziellen Fall einer homo- 
genen Kreisflache betrachten, die einen senkrecht iiber dem 

Mittelpunkte gelegenen Punkt A nach dem Gesetze an- 
zieht. Bs ist das dieselbe Aufgabe, die S. 15 ff. fiir das 



(12) 



_ 9 

~"~ * 



x 2 n z I 

~v~~l\( 



rdr 



Liegt A auf der positiven 0-Achse, so wird 

/ -, , ~ K%n { I z 

(12 a) Z = - -v { ,- 



JSTahert sicli der angezogene Punkt der Flache immer mehr 
und wird schlieBlich. = 0, so sieht man, dafi \Z =00 
wird f iir p > 2 . 

Die Kraftefiinktion der auziehenden homogenen Kreis- 
flache wird, falls z wieder positiv 1st, 



(13) 



2,-r R 



U 



rdrd(p 



C 




wahrend fiir 
(13 a) 



U= ----;- [log/B^+V 8 - log*] 
p 1 



ist. Fiir p ^ 3 und = wird also U unendlicii. 

Das Besultat lafit sicli auf erne nicht homogene Kreis- 
flache ausdehnen, wobei angenommen werden moge, dafi K 
iiberall das gleiche Vorzeichen liabeu moge, und zwar sei K 
positiv. Hier wird 

'/' %rdrd(p 



o o 



120 II- Erweiterungen des Potentialbegriffs. 

Setzt man in (13b) fur K seinen kleinsten Wert ^ und 
nennt C^ den zugehorigen Wert von U , so 1st E^ < f , 
wahrend, wenn fur K sein grofitcr Wert x 2 genommen uud 
der zugehorige Wert von U roit U 2 bezeichnet wird, U 2 > U 
1st; also 1st fiir jeden Wert von K: 

U,<U< U 2 . 

Bleiben nun U ucd U 2 aucli fur s endlich, so gilt 
das gleiche fiir U , wahrend U = <x> wird , wenn U^ und 
TJ 2 es werdeu. Fiir U^ und Ua aber gilt, da j und ?c 2 kon- 
stant sind, das vorige Eesultat, mitliin gilt es a.uch fiir U. 
-Auf die absoluten Werte von Z lafit sich dieselbe Argu- 
mentation anwenden. 

Handelt es sich weiter um eine beliebige anziehende 
Flache, so teile inan diese gecau wie S. 91 in zwei Teile 
und beschranke, wie dort, die Untersuchung auf den Teil I. 
Mmmt man den S. 91 definierten Kreisradius unendlich 
klein an, so wird der Flachenteil I unendlich klein: Eine 
unendh'ch kleine Flache aber kann man als in der Tan- 
gentialebene liegend ansehen, da das Lot, das von einem 
dem Beriihrungspunkte unendlich nanen Flacnenpunkte 
auf jene Ebene gefallt wird, uuendlich klein von der 
zweiten Ordnung ist. Brsetzt man aber den unendlich. 
kleinen Flachenteil I durch den entsprechenden Teil der 
Tangentialebene, also durch eine ebene Kreisflache, so 
kann man das fur eine Kreisflache abgeleitete Besultat, 
das auch fur unendlich kleine Werte von JR giiltig bleibt, 
anwenden. Fur unendlich. kleine E ist ferner die obige An- 
nahme, dafi x innerhalb des Kreises iiberall gleiches Vor- 
zeicien hat, von selbst erfullt. 

Somit sehen wir, daB bei Flacnen, die einen Massen- 

punkt nach. dem Gesetze anziehen, die Kraftefunktion 

Q p 

fur einen in die Flache fallenden angezogenen Punkt uur 
endlich bleibt, falls p < 3 , die normale und damit auch. 
jede nicht in die Tangentialebene fallende Anziehungs- 
komponente aber nur dann, wenn p ^ 2 ist. 

Anmerkung. Fiir eine homogene Kugelflache 
ergibt sich das Eesultat ebenfalls durch direkte Eech- 
nung. 



f) Die zweiten Ableitungen der Kritftefunktion 
raumlicher Massen fur Punkte der Masse bei dem 

Anziehungsgesetze -- . 

Wir benutzeii eine ahnliche Transformation wie bei 
den zweiten Ableitungen des Newtonschen Potentials. 
Liegt zunachst der Punkt A(oe,y,z) auBerhalb der 
Masse, so wird: 

d-- 




Durcli Anweuduug des Hilfssatzes I, S. (JO, folgt hieraus: 



/i v dU 1 /7'fecos(JV, )eZo 1 /77*dfc ^v 

(U) A - ^ =. - p _-- f jj.- -^ + ^rjJJJ ^ -^zr 

Una diese Formel auch. auf einen Punkt A der Masse an- 
wenden zu konnen, mussen wir A durch eine AbschlieBungs- 
flache K vom Integrationsgebiet ausschlieBen, und da jene 
Abschliefiurigsflache mit zur Grenze des Integrationsgebiets 
gehort, so zerfallt das erste Integral auf der rechten Seite 
von (14) in die Summe zweier Integrale, eines, das tiber 
die auBere Grenzflache G der Masse, und ein zweites, das 
iiber K zu erstrecken ist. Firr das letztere Integral ist N, 
die auBere Norm ale des Integrationsgebiets, die nach dem 
Jnnern von K gerichtete Norinale. Ist N' die auBere 
Normale von K , so ist (N, ) == n (N', |) , und das in 
Eede stehende Integral wird, wenn wir noch, wie vorher, 
den von A nacli einem Punkte von K gezogenen Eadius 
mit d bezeichnen: 

(Ua) +- 



Das Flachenelement do von K drucken wir mittels der 
Gleichung (10), 8. 66, durch seine Projektion auf eine Kugel 
vom Eadius 1 aus: 

__ 

do ^ 



so geht (14 a) liber in: 

(Ub) ~i 

v ' 



1st nun p < 3 , so wird f ur <5 = auch das Integral (14b) 
, und zwar gleichgultig, welche Flache K wir zugrunde 
gelegt hatten, und wie sich diese dem Punkte A nahert. 
Fiir p = 3 und p> 3 dagegen verschwindet das Integral (14 b) 
fur d = nictt, sein Wert 1st von der iNatur der Flache SI 
und der Art, wie sich diese zum Punkte A zusammenzieht, 
abhangig. Wir erkennen daraus, dafi die Formel (14), in 
der das erste Integral rechts nur -fiber die auJ3ere G-renz- 
flache der Masse zu erstrecken ist, fur Punkte der Masse 
ebenfalls gilt, aber nur, falls p < 3 . 

ttbrigens lehrt . diese Eetrachtung aufs neue, dafi fur 
Werte von p zwischen 3 und 4 (4 ausgeschlossen), fiir die 

Q-fc 

ja, falls --- iiberall endlich ist, das zweite Integral auf 

der rechten Seite von (14) noch einen bestimmten endlichen 
Wert hat, X fiir Punkte der Masse vollig unbestimmt wird. 
Durch die Formel (14), die, wie gezeigt, fiir p < 3 aueli 
fiir Punkte der Masse gilt, ist X als Summe zweier Krafte- 
funktionen ausgedriickt: 

(15) Z^H-^-fTTa, 

namlicb der Kraftefunktion W^ einer auf der aufieren Grenz- 
flache mit der Dicntigkeit Tc cos(JV, ) ausgebreiteten Masse 
und der Kraftefunktion W z einer raumlichen Masse von der 

die 
Dichtigkeit ~. Aus (15) folgt: 

i. 

(1 ' 



dW, 

Fiir Punkte A im Innern der Masse hat ^ - einen be- 

ooc 

stinimten endlichen Wert, da A ja aufierhalb der auf der 
Grenzflaclie ausgebreiteteu Masse liegt, 2 hat einen end- 

CD 

lichen Wert, da p <3 ist. Mithin bleibt fur p <3 auch 
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<? 2 U die 

- --- endlich, vorausgesetzt nur, dafi --.- in dem betrach- 

f ijy "* , (/ 

teten Punkte J. endlich ist. Biickt dagegen J. an die auBere 
Grenzflache der Masse, so wird nach den in e) abgeleiteten 

d W dW 

Besultaten ^ - GO sobald p > 2 ist, wahrend -^-^ fur 

dx r ' dx 

alle p < 3 endlich. bleibt. Fur Punkte der Grenzflache 

52U" 

der Masse wird daher -.---- = oo , sobald p > 2 ist. 

" 



Kapitel 2. 

Ermittelung von Anziehungsgesetzen mit bestimiaten 
Eigenschaften. Korper grofiter Anziehung. 

a) Wir wissen (s. S. 26), daB eine von zwei konzen- 
trischen Kugeln begTenzte Schaje, deren Dichtigkeit nur 
von dem Abstande vom Mittelpu-nkte abhangt, bei Zu- 
grundelegung' des Newtonschen Gesetzes aui einen Punkt 
dos inneren hohlen Eaumes gar keine Anziehung ausiibt. 
Wir fragen, ob das 1ST ewtonsche Gesetz das einzige ist,. 
das diese Bigenschaft hat. 

Zur Beantwortung der Frage geniigt es, statt der An- 
ziehung der Schale die einer homogenen Kugelflache zu 
betrachten. Denn einerseits mu8, wenn von keiner der- 
artigen Schale eine Wirkung ausgeiibt werden soil, das- 
selbe auch fiir eine un endlich. diinne Schale, d. h. fur eine 
Kugelflache gelten. tibt andererseits die Kugelflache keine 
Wirkung aus, so gilt ein Gleiches von der Schale von end- 
licher Dicke, die man ja durch konzentrische Kugeln in 
unendlich dinine Schalen zerlegen kann. Wir fragen daher : 
Welche Form mu8 das Anziehungsgesetz f(o) haben, damit 
eine homogene Kugelflache .auf einen inneren Punkt keine 
Wirkung ausubf? 

Werden raumliche Polarkoordinaten eingefiihrt, deren 
positive g-Achse durch den angezogenen Punkt A geht, 
und ist z der Abstand des Punktes A vom Kugelmittel- 
punkte, E der Kugelradius (J8> ts) , so ist nach (6b), S. Ill, 
die Kraftefunktion % n 

(1) U = x R 2 J I'F(Q) sin# d& d<p , 

o 6 



worm F(e) die durcli Glcichung (3), S. 110, definierte Funk- 
tion bezeichnet, und es 1st 

(2) e s = B 2 + a - 2 JS s cos?? . 

Da g von 9; unabhangig ist, kann man die Integration 
nacb <p ausfuhren. Die Integration nacn # ferner ersetze 
man durch eine solche nach Q, so wird 

& = B-z fur 7^ = , 

Q U + liir & = n , 
und daher 

^^ % ttst R 

(3) 77-- 

R-z 

Wenn man das unbestimmte Integral 

(4) 

setzt, so wird 

(5) u^.? 



und die auf den Punkt A ausgeiibte Kraft, die die Eich- 
tung der 2-Achse Taat, ist -j- . Soil auf den Pnnkt A keine 
Wirkung ansgeiibt werden, so muB 

a f 

(6) Q- { 

sein oder 
(6 a) 



wo ^(JS) eine willkiirliche Funktion von JK bezeiclinet; 
und die Gleichung (6 a) mu6, falls unsere Forderung fur 
jede homogene Kugelflache erfullt sein soil, fur beliebige 
Werte VOE E und alle z < B gelten. Unsere Frage re- 
duziert sich daher auf folgende: Welchen Wert mufi die 
Funktion <? naben, damit zwischen zwei unabhangigen 
Veranderlichen E , z die Eelation (6 a) bestehen kann. Nun 
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gilt fur die linke Seite von (6 a), welches auch der Wert 
von sein mag, die G-leichung: 



mithin mufi auch 



(8a) . 

sein, also, da yon verschieden ist, 
(9) T(B) = 4 JIJS + 45 , 

wo J. und J5 willktirliche Konstante sind. Somit geht 
(6 a) iiber in: 

10) 0(R + 0) - ^(E ) = 4AzR 4- 

Setzt man Merin 

(11) ^ + ar = 1t, R 2 = V 

so erhait man 



oder 

(12) ^>(w) 

Da JB und a unabhangige Veranderliche sind, sind es aucn 
u und i?; denn man kann ja z. B. R und so andern, 
daB R & unverandert bleibt, R -(- allein sich andert, 
und umgekehrt. Soil Gleichung (12) aber fur beliebige, 
voneinander unabMngige Veranderliche u , v bestehen, 
so muB jede Seite einer Konstanten (7 gleich sein; denn 
differentiiert man nach w, so wird die rechte Seite, und 
differentiiert man nach v , so wird die linke Seite == . 
Wir haben also fiir beliebige positive Argumente: 

(13) 

also auch 

(13a) 



daher wegen Gleichung (3) S. 110: 

2 7? 



2 R 



das 1st aber das Newtonsehe Gesetz. Wir liaben dalier 
das Besultat: 

Das Newtonsche Gesetz ist das einzige, bei dem 
eine von zwei konzentrischen Kugeln begrenzte Scha.le, 
deren Dichtigkeit nur von dem Abstande vom Mittel- 
punkt abhangt, auf einen Punkt des inneren honlen 
Baumes keine Wirkung ausubt. 

Anmerkung. Bei der vorstehenden Argumentation 
ist vorausgesetzt, daB die Anziehung allein von Q abhangt. 
Fimmt man aber an, daB die Anziehung auch von der 
GroBe des Kugelradius R abhangt, daB also schon die 
Punktion f(@) und daher auch die Funktionen F(Q) und 
0(0) neben Q noch E enthalt, so bleibt zwar die Gleichung 
(6 a) bestehen, es gilt aber nicht mehr die Gleichung (7). 
Diesen Fall weiter zu verfolgen, hat kein besonderes 
Interesse. 

b) Das Newtonsche Gesetz hat ferner die Bigenschaft, 
daB eine von zwei konzentrischen Kugeln begrenzte Schale, 
deren Dichtigkeit sich nur mit dem Abstande vom Mittel- 
punkt andert, einen auBeren Punkt so anzieht, als ware 
die Masse der Schale im Mittelpunkte vereinigt. Wir 
wollen untersuchen, ob das JSTewtonsche Gesetz das ein- 
zige ist, das diese Eigenschaft besitzt. Dabei konnen wir 
uns aus demselben Grunde, wie in a) (siehe S. 123), auf 
eine anziehende Kugelf lache beschranken. 

Benutzen wir dieselbe Bezeichnung wie in a), so tritt 
hier gegen a) nur der Unterschied ein, daB fur auBere 
Punkte z > R . Bei Berechnung der Kraftefunktion U 
wird daher die untere Grenze des Integrals (3), die & = 
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entspricht, is R- : denn Q ist die positive Wurzel der rech- 
ten Seite von (2). Nacli Einfuhrung der Funktion 
[Gleichung (4), S. 124] wird daher in unserem Falle 

(15) U = 2 n K R [fp(z + -R) ~ (* - R)] - 

z 

Andererseits 1st die Kraftefunktion ein.es einzelnen im 
Mittelpunkt der Kugel gelegenen anzieheaden Puuktes, 
in dem die Masse der Kugelflache, d. h. 47txJK 2 , konzen- 
triert ist: 

(16) r7 1 = 4w J B 2 J'(r), 

wo r den Abstand des angezogenen Punktes vom Mittel- 
purikte bezeichnet. Soil der angezogene Punkt unser 
Punkt A (0 , , 0) sein, so ist r = z , also 

(16 a) Ui = 4;i^J? 2 J P() . 

Sollen die Kugelflache und der Massenpunkt auf A eine 
Wirkung von gleicher GroBe und Eichtung ausiiben, so mufi 

a_^^ aui 

d z dz 

sein, d. h. 



(17) A /g(*+Jg)-0(--B)\ _ 2 

dz\ z } 

Oder, wenn man nach z integriert und die Integrations- 
konstante, die ja von R abhangen kann, mit ^(R) be- 
zeichnet : 



(17 a) 0(e +R)-&(z-R) = 2RzF (z) + 

Diese Gleichung muB wieder fur beliebige R und be- 
liebige ss > R gelten. Werden aber R und z als unab- 
hangige Veranderliche angesehen, so gilt fiir die linke Seite 
von (17 a) wiederum die Gleichung (7). Es miissen also 
auch die zweiten Differentialquotienten der rechten Seite 
nach z und nach R einander gleich sein, d. h. 



und da z und R unabhangige Veranderliche sind, so mufl 
wie vorher (S. 125) jede Seite von (18 a) einer Konstanten 
gleich sein. Bezeichnen wir diese mit 30, so wird 
demnach 



welter, wenn G 1 und C 2 neue Konstante sind, 



JF(*)== 0s 8 + 0,8 
(19 a) F(z) = - 4- <7z 2 + C, 

und da endlicli nach (3), S. 110 

f(*) = -F'(z) 
ist, so wird 

(20) f ( )-0a + 5L, 

!5 

also auch 
(20a) 



Flir (7 == gibt (20 a) das Newtonsche Gesetz, dagegen fur 
<7 2 = eine Anziehung (oder fiir negative C eine AbstoBung) 
direkt proportional der Entfernung. Wir haben also fol- 
gendes Eesultat: 

Das Newtonsche Gesetz ist nicht das einzige, bei 
dem eine von zwei konzentrischen Kugeln begrenzte 
Senate, deren Dichtigkeit nur eine Funktion des 
Kugelradius ist, einen auBereu Punkt so anzieht, 
als ware die Masse der Schale im Mittelpunkte ver- 
einigt. Es teilt diese Eigensohaft mit dem Gesetz, 
bei dem die Auziehung, resp. AbstoBung zweier 
Massenpunkte ihrem Abstande direkt proportional ist. 
c) Der Korper groBter Anziehung fiir das An- 

ziehungsgesetz . 

Die zu behandelnde Frage ist folgende: Welche Ge- 
stalt muB ein Korper von gegebenem Volumen und ge- 



jLYJip. ^. juer jxorp.er groBier Anzienung. 

gebener konstanter Dichtigkeit besitzen, um auf einen 
inateriellen Punkt eine moglichst groBe Anziehung aus- 
zuuben"? 

Dabei kann man die Richtung der Kraft als gegeben 
annehmen. Denn durch Drehung des mit dem angezogenen 
Punkte A fest verbunden gedachten Korpers um den 
Punkt A kann man die auf A ausgeubte Kraft in jede 
beliebige durcli ^1 gelegte Lime fallen lassen. 

Macht man A zum Anfangspunkt der Koordinaten 
und die Eichtung der Kraft zur positiven #-Achse, so 
miissen sich die von den verschiedenen Massenelementen 
dp herriihrendeu , zur o?-Achse senkrechten Komponenten 
aufheben; von der Anziehung, die ein beliebiges Element 
dp auf A ausiibt, ist also nur die #-Koraponente wirksam. 
Diese ist, wenn f, tj , C die Koordinaten von d/-i sind: 

(21) Z 




p-fl 



Da alle dp positiv sind, so hat X das Vorzeichen von | . 
Auch nimmt \X\ ab, wenn bei festgehaltenem f der Ab- 
stand I/?? 2 + C 2 des Elements dp von der a?-Achse ver- 
groBert wird. Ferner kann die a?-Achse nicht ganz aufier- 
halb der anziehenden Masse liegen, weil sich dann die zu 
x senkrechten Komponenten nicht aufheben wiirden. x 
muB vielmehr die Grenzflache der Masse schneiden. 

Dies vorausgeschickt, betrachten wir eine Masse von 
konstanter Dichtigkeit, die von einer geschlossenen Elache 
F begrenzt wird, und fragen, wie man die Gestalt der 
Masse andern kann, ohne Volumen und Dichtigkeit zu 
andern. Es kann das nicht dadurch geschehen, daB man 
im Innern gelegene Massenteile herausnimmt und sie auBen 
an irgendeiner Stelle von F anfugt; denn dadurch wiirde 
im Innern ein Baum von der Dichtigkeit Null entstehen, 
und die Dichtigkeit wiirde nicht mehr liberal! die gleiche 
sein. Man kann daher die verlangte Anderung nur so 
vornehmen, daB man Massenelemente, die unmittelbar an 
der Grenzflache F liegen, aus ihrer Stelle entfernt und 
sie an einer anderen Stelle von F der Masse wieder an- 
fugt. Durch Wiederholung dieser Operation kann man 
allmahlich der Masse eine andere Form geben, ohne daB 

Wangerin, Theorie des Potentials I. 9 
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sich Dichtigkeit und Volumen andern. Soil nun die ur- 
spriingliche Masse ein Korper grofiter Anziehung sein, 
so muB seine Grenzflache so beschaffen sein, daB durch 
die besehriebene Verlegung von Massenelementen der Ober- 
flache die X-Komponente der Anziehung stets verkleinert, 
Hie vergroBert wird. Dazu ist zuerst notig, daB die ganze 
Masse auf der Seite des positiven x liegt. Denn fiir ein 
Massenelement^^, dessen a?-Koordinate negativ ist, istna.ch 
(21) X negativ. Durch Verlegung von dju nach irgend 
einem Punkte mit positivem f wiirde das Vorzeichen von 
X geandert, also X und damit die gesamte Kraft, die ja 
die Bichtung -j-# hat, vergroBert. Fiir den Korper groBter 
Anziehung muB daher F ganz auf der Seite der positiven 

so liegen. Ferner ist erf or der - 
lich, daB fiir gleiche Massen- 
elemente, die an verschiede- 
nen Stellen von F liegen, die 
JT-Komponente der Anziehung 
7 den gleichen Wert hat. Um 
das nachzuweisen, betrachten 
wir zwei gleiche Massenele- 
inente djti dfa , die an den 
Pig. 24. Stellen P und P 1 von F liegen, 

und bezeichnen die JT-Kompo- 

nenten der von dft und d^ auf A ausgeiibten Anziehung 
mit X und X 1 , ferner mit X' die Komponente der An- 
ziehung, die dfj, ausiiben wiirde, wenn es von der Stelle P 
fortgenommen und in P von auBen an F angesetzt wiirde. 
Nach dem oben Gesagten sind die a?-Koordinaten von P und 
Pj positiv, daher auch X , X lf X' positiv. Nach der Ver- 
legung von dju nach P 1 haben die Elemente dju und dp. 
dieselbe a?-Koordinate | , dagegen hat dp, , das von auBen 
an F angelegt ist, einen groBeren Abstand von der #-Achse 
als dfa, das von F aus nach innen liegt; folglich ist 




(22) X f < X, , 

wenn auch der Unterschied beider nur unendlich klein 
ist. War nun X < X und der TJnterschied zwischen X 
urid X 1 ein endlicher, so ist 
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Denn X' ist zwar kleiner als X l , unterscheidet sich' aber 
von Xj nur urn unendlich kleines, wahrend X < X und 
der Unterschied beider endlich ist. Bei der Annahme 
X < X^ wiirde also durch die beschriebene Verlegung von 
dfi eine VergroBerung der Anziehung parallel co erfolgen. 
Bei der Annahme X> X l erhalt man ebenso eine Ver- 
groBerung der X-Komponente, wenn man dfa von Pj 
nacn P verlegt. Bei beiden Annahmen kann also durch 
Verlegung von Massenteilchen eine Vergrofierung der X- 
Komponente der Anziehung herbeigefuhrt werden, was 
bei dem Korper grofiter Anziehung nicht der Fall sein 
daii . Wenn dagegen X = X t ist, so wird nach (22) so- 
wohl durch die Verlegung von dju nach P 1 , als durch die 
Verlegung von d^ nach P stets eine Verkleinerung der 
X-Komponente hervorgebracht. Bei dem Korper gr6Bter 
Anziehung muB das nun fur zwei an beliebigen Stellen 
von F liegende Elemente dj^^^dfa der Fall sein, d. h. 
ftir den Korper groBter Anziehung muB die Grenzflache 
F die Bigenschaft haben, daB gleiche Massenelemente dp , 
die an verschiedenen Stellen von F liegen, die gleiche 
JT-Komponente der Anziehung besitzen. 

Danach ergibt sich die Gestalt der Grenzflache F des 
Korpers groBter Anziehung unmittelbar aus (21). Bind 
f , i) , die Koordinaten ernes beliebigen Punktes von F , 
so muB 

(24) -^=_. B . . = konst. 

> +1 



sein, oder wenn die Konstante, die ja positiv sein muB, 
da | positiv ist, mit bezeichnet wird: 

(24a) (VF+^T^f +1 = ? I - 

Die Flache F ist also eine Botationsflache, die die Eich- 
tung der Kraft zur Achse hat. Die Flache schneidet die 
#-Achse in den Punkten ^ = and |==a; der an- 
gezogene Punkt A liegt also auf der Oberflache des 
Korpers, der auf ihn die groBte Anziehung ausiibt. Da- 
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Fur das Newtonsche Anziehungsgesetz p 2 wird 
die Grenzflache des Korpers groBter Anziehung 

(24 b) ( 2 H-'7 s -K 8 ) 3 = *f 2 - 

Damit (24 a) eine Kugel darstellt, muB p = 1 sein. Also 
nur bei einer Anziehung umgekehrt proportional der 
ersten Potenz des Abstandes ist die Kugel ein Korper 
groBter Anziehung, fur andere Gesetze, insbesondere aucli 
fur das Newtonsche Gesetz aber nichtr 

Wir wollen noch die Anzielmng, welche der Korper 
groBter Anziehung auf seinen Pol A ausiibt, berechnen 
und sie vergleichen mit der Anziehung, die eine Kugel 
von gleicliem Volumen und gleicher Dicntigkeit auf A 
ausiiben wiirde. Zu dem Zwecke fiihren wir Polarkoordi- 
naten ein mit der ^-Achse als Polarachse, setzen also 

|0 cos'(9' , V) = Q sin?9- cos <p , t & sin^' sin <p , 
so wird, falls x die Dichtigkeit des Korpers ist, 



Setzt man diese Ausdriicke in (21) ein und integriert, so 
erhalt man fur die gesamte auf A ausgeiibte Anziehung A m 
den Wert : 



== K 



Die Grenzen der Integration sind folgeude: Zunachst 
ist nach Q zu integrieren von Q = bis zu dem Werte Q =--r, 
der der Grenzflache angehort (also r AP in der Fig. 24. 
S. 130), und die Gleichung (24 a) gibt nach Einfiihrung 
von Polarkoordinaten fiir r den Wert 



(26) r p = a? cos^ ,. r = a (costf)"* . 

[Speziell fiir das Wewtonsche Gesetz wird 
(26 a) r = a 



Perner ist nach <p von bis 2n zu integrieren, nach 
$ von bis -l-n, da die anziehende Masse ganz auf der 
Seite der positiven f-Achse h'egt. Da 



3 - p- 
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von <p unabhangig 1st, so wird 
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A., 



^ 



3-p 

2 n K a 3 ~ ^ j? 
3 ?> 3 + p 

.Ferner ist das Volumen der anziehenden Masse: 



(28) 



V =-- 



2_7t 

"T~ 



Zum Vergleich wolleu wir die Anzieliung .4.^ berecli- 
nen, die eine liomogeii.e Kugel von gleichem Volumen und 
gleicher Dichtigkeit, deren Oberflache durch A geht, auf 
A ansiibt. Aj,. wird durch dasselbe Integral (25) wie A m 
dargestellt, nur daB die obere Grenze r von Q nicht durcli 
(26) bestimmt wird, sondern durch die Gleichung der Kugel 
in Polarkoordinaten 

(260 r=*2R GOS'd' , 

worin R den Kugelradius bezeichnet. Demnach wirrt liier 



und 



A,.. 



_ __ 

3 p 5 p 



Soil die Kugel gleiches Volumen mit dem Korper grofiter 
Anziehung haben, so ist nach (28) 



! 



d. h. 



Durch Substitution dieses Wertes geht (27') iiber in 

/97//\ A __ _ " . 

(4i ) -d-t ,, - 

\J IJ \J 

Aus (27) und (27 ") folgt: 

(29) A* _|:_!!- 

> / A p\ rti 

*^*- 7/? ^ /^ 

Fur 3? = 1 wird, in Ubereinstimmung mit dem oben 
ausgesprochenen Eesultat, A Jt = J. m . Dagegen ergibt sich 
fiir das Fewtonsche Gesetz p = 2 : 

(29a) 4^ = 4'- 



Wir habeu soiuit das Eesultat: 

Die groBte Anziehung, welche eine homogene 
Masse nach dem Newtonscben Gesetze auf einen 
Punkt ibrer Oberflacbe ausiiben kann, verhalt sicn 
zu der Anzienung, die eine Kugel von gleichem 
Volumen und gleicher Dicbtigkeit auf einen Punkt 

3 

ihrer Oberflache ausubt, wie 3 :f25 . 

Anmerkung. Die Meridiankurve der Grenzflacbe des 
Ko'rpers grofiter Anziehung ist, falls nicht p = 1 ist, in be- 
ziig auf ihre Schnittpunkte A und A 1 mit der Eotations- 
aclise nicht symmetriseh. Auch ist die Anziehung, die 
der Korper auf A^ ausiibt, auBer fur p = 1 , kleiner als 
die auf A ausgeubte Anziehung. 
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Kap it el 3. 
Das logarithmisehe Potential. 
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belieMg vielenDiner ^^*ie to I-P 1 " 9 ' 
muB, wenn to die K * e 't te]ieil ao ll. Ans dem- 

e 



<- Gib XV-UVAW-"-"*"' ** 

frl '. * W die des angezogenen Punktes; 
beider sei e, also: ^ 

(1) ^ 8== ll (4 " %h ' 

den zweiten anzient, 



Die Kraft, mit der der e.ta 
sei f( e ), ihre Komponenten also: 



(2) 

Setzt man: 



sowirdj da !e___fiLbf* 
a% e 

iSt: ' dF(Q\ jtQ.^ *!& . 

(2 a) Zft== "^e~' 5% ^^ 



rssc 



zur Abktirzung 
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so daC 



wird. Daraus folgt 



und welter 

(5) 



Soil ^JP(e) verschwinden, so mufi 
(6) ^ 



sein, woraus durch Integration folgt: 

log<p (Q) = logc 



daher 

(7) 

In einer Mannigfaltigkeit von w Dimensionen muB somit 
an Stelle des Newtonschen Gesetzes eine Anziehung treten 
Timgekenrt proportional der (n l)-ten Potenz des Ab- 
standes, wenn die der Laplaceschen Gleichung analoge 
Eelation gelten soil. 

Fiir zwei Dimensionen, d. h. fiir die Bbene, folgt aus (7) : 

(8) ^~f' 

und 'die Kraftel'unktion wird 

(8a) 



ziehung eine Anziehung umgekehrt proportional der Ent- 
fernung, an Stelle des Newtonschen Potentials das loga- 
rithmische Potential, das der Gleichung genugt: 

< 8b > 

b) Logarithmisches Potential eines von zwei 
konzentrischen Kreisen begrenzten homogenen 
Kreisringes. 

Wird der Punkt A mit den Koordinaten a?, y und 
der Masse m von dern Punkte B mit den Koordinaten , r\ 
und der Masse p angezogen, so ist fur das jetzt zugrunde 
gelegte Anziehungsgesetz die anziehende Elraft: 



. 

Q 

Die Komponenten dieser Kraft sind, da die Anzienung 
von A nach B erfolgt: 



/Qo\ T 11""^^ *) 

(y a) JL = , -i g , 

oder da 

^ -, , TI CJTncr 

- lAoVVj 

aio g (i) aiog(i) 

(9b) X=" V0/ - " ^ 



Das logarithmische Potential ist: 
(10) 7-/ 



In den vorstehenden Pormeln sind zur Unterscheidung des 
logarithmischen Potentials vom Newtonschen das erstere 
und 'die zugehorigen Anziehungskomponenten durch dar- 
ubergesetzte horizontale Stricne gekennzeicb.net. 

Wie beim Newtonschen Gesetze, konnen wir von 
der Anziehung, die ein einzelner Punkt ausubt, zu der- 



jenigen ubergehen, die von einer Reihe diskreter Massen- 
punkte, ferner von einer Flaclie oder einer Linie ausgeiibt 
wird. Fiir eine anziehende Flache wird: 

(lOa) V = f\mffaog( l }do, JT = /*, mlfc- ~~do , 

J J \Q / . J J Q 

wo fc die Dichtigkeit, do das FJachenelement bezeichnen, 
und fur eine anziehende Linie wird 

(lOb) y==/iw/l 

J 

Der angezogene Punkt x , y ist dabei zunachst als aufier- 
halb der anziehenden Masse liegend anzusehen. 

Wir wenden die Formel (10 a) auf den Fall an, dafi 
die anziehende Masse von zwei Iflonzentrischen Kreisen be- 
gxenzt und ihre Dichtigkeit konstant ist. 

Fiihren wir Polarkoordinaten ein: 



so wird: 

(11 a) Q S == r 2 + r'i 2 r r-, 008(95 

nud 



demnach, wenn R und JK die Eadieu der die Masse be- 
grenzenden konzentrischen Kreise siud: 



2.T It 

(12) V ^frmkj jr.dr, An log(--) 



Zur Ermittelung dieses Integrals entwickeln wir log' 



nach den Kosinus der Vielfachen von cp <p x . Dazu zer- 
legen wir. den Ausdruck (11 a) fiir p 2 in eiu Prodnkt: 



(13) 

oder auch: 

(13 a) Q 2 = [?*! r e 



Die erste dieser 'Zerlegungen wen den wir an, falls r > 
die zweite, wenn r t > r ist. Im ersten Falle (r > 
baben wir: 



i i 
10g( - 



--log 1 i 





Auf den zweiten und dritten Summanden rechts wendeu 
wir die Eeihe fiir log(l + fy an, die stets konvergiert, 
wenn der Modul von 1 kleiner als 1 ist, so erbalten wir: 



1 f r 

. \LL 

2Lr 



1 /r 
J- _ -1 

2 \r 



1 /r 3 
_Ll 

3 \ r 



i 



2\r 



4. 
' 3\r 



log = log 



9;.,) 



+ 2Lr e " 
oder 



(14) 



Im zweiten Falle (r < rj) nebmen wir, um eine konvergente 
Beibe zu erbalten, statt derZerlegung (13) dieZerlegung(13a), 
was auf eine Vertauscbung von r und ^ binauskommt, 
so dafi sicb fur r < r t ergibt : 



(14a) 



log = log -f -- cos (97 - 



1 (r 

o- -) cos2(<p- 



jerier Eeihen in (12) soil zuerst nach q\ integriert werden; 
dabei 1st zu beachten, daB fur jede ganze Zahl m > 



(Ub) 



/cosw(<p 



\. 



ist. Demnach wird: 



(15) 



woiin M die ganze anziehende Masse bezeichnet, und 

R 



(15 a) 



V* = fi m ~k 2 n / r t log 1 1 dr x 



/i ~ loi / i -*- 

= /i W fc or |n log (-- + - 



= ^ * {^^ flog (i) + i] - ^ flog ( ) + i 

I L \JC / & J L VJ^o' ^ 



IIL dem Ausdruck fiir F kommen die Koordinaten des 
angezogenen Pimktes nicnt mehr vor, mithin ist: 



(16a) 



d. h.. die von zwei konzentiischen Kreisen begrenzte homo- 
gene Masse tibt auf einen Punkt des inneren hohlen Eaumes 
keine Wirkung aus. 



Ferner folgt aus (15): 



(16) 



_-- dlog 

a =~^ a - = f im M~- Vr 



V ''"/' mr, IM s ? " 

-*- a f\ " /i fit' -"I- X"" " 
fly f)y 



Eine Vergleichung von (15) mit (10), resp. von (16) mit 
(9 a) oder- (9 b) zeigt, da8 die von zwei konzentrischen 
Kreisen begrenzte homogcne .Masse einen aufierhalb liegeu- 
den Punkt so anzient, als ware die Masse im Mittelpnnkte 
vereinigt. Die Formeln (15) nnd (16) gelten ohne weiteres 
auch fiir E Q , d. n. fiir einen vollen Kreis. 

Anmerkung. Hatte man statt des Potentials die An- 
ziehungskomponenten berechnet, so liatten. sich die dabei 
auftretenden Integrale ohne Beihenentwicklung ermitteln 
lassen. Fiir das Folgende 1st es aber wichtig, aueh die 
Werte des logarithmisclren Potentials zu kennen. 

c) Logarithmisch.es Potential einer homogenen 
Kreisflache fiir Punkt-e der Masse. 

Durch Anwendung der vorstehenden Formeln kann 
man das logarithmische Potential und die Anzielrangs- 
komponenten fiir Punkte im Innern einer homogenen 
Kreisflache berechnen. Das Verfahren ist ganz analog 
dem, das beim Newtonschen Gesetze auf Punkte im 
Innern einer homogenen Kugel angewandt war. Es sei JR 
der Kadius der homogenen Kreisflache, der im Innern ge- 
legene Punkt A habe vom Mittelpunkte den Abstand r R) 
Dann konstruiere man zwei zu B konzentrische Kreise mit 
den Badien r -\- e und r e', wo s und s' kleine positive 
Gr6J3en sind, und abstrahiere zunachst von dem zwischen 
diesen Hilfskreisen liegenden Teile der Masse. Die iibrig- 
bleibende Masse besteht 1. aus einem homogenen Kreis- 
ringe, begrenzt von den konzentrischen Kreisen B und r-M? 
2. aus einem vollen homogenen Kreise vom Eadius r s'- 
Auf beide Massen konnen die in Abschnitt b) abgeleiteten 
Eesultate angewandt werden, da A keiner von beiden 
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Massen angehSrt. Daher werden die Anziehungskompo- 
nenten der ersten Masse nach (16 a): 



die der zweiten Masse nach (16): 

jf 2 = /i m M , 3T 2 == fi m M ~ , 

wo M die zweite Masse bezeichnet, d. h. M Ic7t(r s'] 
so daB 



wird. Bilden wir J^ ~\- 2 , resp. Ji + ^2 ^nd gehen zur 
Grenze fiir e = und ' = iiber, so erhalten wir die 
Komponenten der Anziehung, welche der . voile Kreis JR 
auf den inneren Punkt A ausiLbt: 



i H- X 8 ) = fc m fc w a? , 

( j 



Fiir die Potentiale der mit 1 und 2 bezeichneten Massen 
haben wir nach (15 a) und (15): 



- 1 

F 2 == /i w fc rc(r e') 2 log . 

Daraus ergibt sich durcb tTbergang zur Grenze e , 
e' = das Potential des inneren Punktes A : 

(18) ^-Km( 

Wir sehen also, daB sowohl die Anziehungskomponenten, 
als das logarithmische Potential fur den iin Inneren des an- 
ziehenden Kreises gelegenen Punkt A noon endlich, und daB 
auch fur den inneren Punkt die Anziehungskomponenten 
die Ableitungen des logarithmischen Potentials sind; denn 
differentiiert man (18) nach so , resp. y , so erhalt man 
die Ausdriicke auf den rechten Seiten von (17). 



vergieicnen wir unsere JKesultate noch mit denen, die 
f.iir auJBere Punkte gelten, so lialben wir in (15), resp. (16) 
jR zu setzen und erhalten 

(150 

(160 *a = - 

Wir erkennen daraus, daB, wenn der angezogene Punkt 
sich von der einen oder der anderen Seite der Kreisperi- 
pherie nahert, d. h. r = E wird, 

(19) lim V a == lim 7< , lim JT = liin X; , lim T a = lim Y; 

ist. Das logarithmisclie Potential eines homogenen Kreises 
und seine Albleitungen, die Anzieliungkomponenten , sind 
also nicht uur fiir alle inneren wie S/uBeren Punkte end- 
licli und kontinuierlicli, sondern andern sich aiich beim 
Durcligang durch die Kreisperiplierie stetig.. 

Fiir die zweiten Ableitungen ergeben sich folgende 
Eesultate. Es ist 



T --~ -. 
d x 2 dx 



daher 

/rr\\ if/ 

(20) J F a = "T s- 

v ; GX^ 

in ti"bereinstimnrang mit (8b). 
Dagegen ist 



. , 

da? dx vy 2 cy 

dalier 

(52 F. 



Die zweiten Ableitungen von V. sind zwar fiir aufiere und 
fiir innere Punkte endlich und kontinuierlich, andern sich 
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aber diskontinuierlich beim Durchgang durch die Kreis- 
peripherie. Das Analogon der Poissonschen Gleichung 
ergibt sich, wenn die Faktoren f\ und m = 1 gesetzt 
werden. Es ist 

(21a) ^+4^-.= _ 2 *fc. 

1 da? cy* 

d) Logarithmiscb.es Potential einer homogenen 
Kreislinie. 

Wie beim JsTewtonschen Potential neben dem Korper- 
potential das Potential von Flachen untersucht ist, so 
wollen wir hier neben dem logarithmischen Potential von 
Flachen das von Kurven betrachten ? nnd zwar speziell 
das eines liomogen mit Masse belegten Kreisumfanges. In 
dem allgemeinen Ausdruck (10 b) bat dann einen kon- 
stanten Wert; ferner ist, wenn wieder Polarkoordinaten 
eingefuhrt werden und E den Kreisradius bezeichnet, \ 

so r cosg? , y r sin 9? , g R cos^j , ^ 1 , 

B f ' '* 

jy = E sin^j , ds = R dfpi V 

und . ] 

(22 a) e 2 = r 2 + R- - 2 rR 003(99 - <pj , [ 
daher 



(23) V^f^mxBlQgi 



log I 1 kann wie S. 139 in eine Reihe entwickelt werden, 
\Q / 

und zwar ist fur r > R , d. h. fur Punkte auBerhalb des 
Kreises, die Eeihe (14), fur r <B, d. h. fur Punkte inner- 
halb des Kreises, die Eeihe (14 a) zu nehmen, und durch 
Anwendung der Formel (14b) erhalt man 

V a = f\ mxZxR log (--) fiir r > 

(24) ^ r/ 

!i) fur 

\RJ 

Fur einen Punkt im Inneren des Kreises ist also das lo- 



Mittelpunkte des Kreises konzentrierten Masse. Fiir r B 
wird limF a = l^, d. h. beim Durchgang des angezogenen 
Punktes durch die anziehende Kreislinie andert sich Fstetig. 
Von den Ableitungen von V wollen wir die nach r be- 
trachten : 



(25) = - i , 

dr "- r dr 

Beim Durchgang durch die anziehende Kreislinie (r == R) 

8V dV 

andert sich, wie aiis (25) f olgt, -= , d. h. -= , diskon- 

tmuierlich, so da6, wenn noch f l m = l genommen wird: 



(26) -- 

\ W - - 

vN 



wird. Das logarithmische Potential anziehender Linien 
hat also analoge Eigenschaften wie bei der Newtonschen 
Anziehung das Flachenpotential. 

e) Zusammenhang des logarithmischen und des 
"CsTewtonschen Potentials. 

Fiir das logarithmische Potential eines von konzen- 
trischen Kreisen begrenzten Elreisrings, einer voRen Kreis- 
flache Tind einer Kreislinie sind hiermit Eigenschaften 
abgeleitet, die ganz analog sind den Eigenschaften des 
Potentials einer von konzentrischen Kugeln begrenzten 
Schale, einer vollen Kugel nnd einer Kugelflache bei der 
Newtonschen Anziehung. Die Analogic beschrankt sich 
aber nicht auf diese Beispiele, vielmehr lassen sich alle 
charakteristischen Eigenschaften des allgemeinen Korper- 
potentials (mit geringen Anderungen) auch fiir das loga- 
rithmische Potential beliebiger Flachen und fiir beliebige 
Massenverteihmg ableiten, ebenso wie die charakteristischen 
Eigenschaften des ISTewtonschen Flachenpotentials ihre Ana- 
loga in dem logarithmischen Potential von Linien haben. 
Diese Analogic ist aber keine rein auJSerliche, vielmehr be- 
steht zwischen beiden Potentialen ein enger Zusammen- 
hang, vermoge dessen die Eigenschaften des logarithmischen 
Potentials direkt aus denen des Newtonschen abgeleitet 
werden konnen. Wir wollen diesen Zusammenhang er- 
ortern. 

W anger in, Theorie des Potentials I. 10 



z/u aem ^wecire untersucn.cn wir cue Anzienung, welcne 
ein unendlicher Zylinder von beliebigem Querschnitte nacli 
dem Newtonschen Gesetze ausubt, falls die Masse in ihm so 
verteilt ist, daB alle Pankte, welche auf einer Parallelen zu 
den geraden Erzeugenden des Zylinders liegen, gleicheDichtig- 
keit haben. Um die f riiberen Formeln, die eine endliche Masse 
voraussetzten, anwenden zu konnen, gehen wir yon einem 
Zylinder von der eEdlichen Hotie 27i aus; wir legen ferner 
das Koordinatensystem so, daB die ^-Achse den die Zy- 
linderflaohe bildenden Geraden parallel ist, und daB der 
Anfangspunkt in der Mitte der Hohe liegt. Als Querschnitt 
des Zylinders senkrecht zur -Achse nehirien wir eine be- 
liebige endliche, von einer oder mehreren geschlossenea 
Kurven begrenzte Flache. Die Dichtigkeit Ic soil von C 
unabhangig und nur eine Funktion von und rj sein. Die 
Komponenten der Anzieliung, welohe dieser Zylinder nach 
dem Newtonsclieu Gesetze auf einen beliebigen, innerhalb 
oder auBerhalb der Masse gelegenen Punkt x,y,z ausiibt, 
sind mittels der allgeineinen Formeln (Ilia), S. 8, zu be- 
rechnen, und zwar ist nach von li bis 4- ft zu inte- 
grieren, nach und 77 Tiber die Flache des Zylinderquer- 
schnitts. Es wird also: 



(27) 



= 

' // " 

-A 

rr 
fm 



-1 



- ocY + (rj- 
1_ 



und +ft 

(27 a) X=/" ' ^" A " " ^ d ^ 



Nun ist das unbestimmte Integral: 



daher: 



(27b) 



und analog Y . 

Geht man nun von dem endlichen Zylinder zu dein 
unendlich langen fiber, indem man h = oo werden laBt, so 
wird, da as , y , z , | , r\ endlich bleiben : 

1 



lim 



- yY H- (* - 



hm 



- so? + fo - yY + (& - ) 2 

usw., und daher wird: 



(28) 



limZ 



ft =oo ft=oo JJ (I - a?) 2 + fo 3/) 2 

und lim T ist analog limX . Wird zur Abkurzung 



(29) 

gesetzt, so ist 

(28 a) 



(f 



limZ = 



4- (i? - 2/) 2 = 



und dieser Ausdruek -wird, wenn man entweder 2f=f^ 
k fc oder ffi, 2 fc fc setzt, identiscn mit dem fur JT 
in der zweiten Gleichung (10 a), S. 138. Wir haben also 
das Eesultat: 

Die Anziehung, welche ein unendlicn langer Zy- 
linder bei der angenommenen Massenverteilung nach 
dem Newtonschen Gesetze parallel der Zylinderachse 
auf einen beliebigen Punkt ausiibt, ist gleich Null, 
wahrend die zur Zylinderachse senkrechten Kom- 
ponenten dieselben Werte haben wie die Komponenten 
der Anziehung, die der Querschnitt des Zyk'nders auf 

10* 



einen Punkt seiner Ebene nacli dem Gesetze aus- 



iibt, falls man die Dichtigkeit oder den konstanten 
Faktor des Anziehungsgesetzes verdoppelt; 

und dies Eesultat gilt, ebenso wie die zugrunde gelegten 
Formeln (27), (2 7 a), sowohl fur Punkte aufierhalb, als fur 
Punkte innerha.lb der Masse. 

Etwas anders gestaltet sich die Betrachtung fiir das 
Potential. Das IsTewtonsche Potential des endlichen 
Zylinders mrd: 

+h 
(30) V = f 



IsTun ist 



(30 a) 



so} 2 + (vj yY + (h + z) 2 . 

Den Ausdruck unter dena Logarithmenzeichen erweitere 
man mit 

Ji -f- + y ( a;) 2 -\- (y y) 2 -f- (h + ) 2 

und setze nachher in jedem der Faktoren des Zahlers 
h heraus, so wird die rechte Seite von (30 a): 

/ r> f\-t \ . fv -*~* " H f 

(30 b) logT? ^ 

( XY + (?; 7/) 2 

wo zur Abkurzung 



(30 c) 



gesetzt ist. Demnach mrd (30), falls man wieder mittels 
Gleichung (29) Q einfuhrt: 



(31) 



7 = 2fmfflcddr)log(~-\ + 2/'mlogA//i 

* v J * cT / t/ 

Geht man zur Grenze fur li = <x> iiber, so wird 



der letzte Summand der rechten Seite von (31) wird 'daher 

(32) ZfmlogZ/fJcdgdri . 

Der zweite Summand der rechten Seite von (31), 

(32a) 



wird unendlich groB fiir 7j = oo, ist aber, wie der Aus- 
druck (32), von OK und y unabhangig. Anf konstante 
Summanden im Potential und allgemeiner in der Krafte- 
funktion kommt es nicht an, wenn es sich um die Ab- 
leitungen handelt; lassen wir aber die konstanten Sum- 
manden (32) und (32 a) fort, so_geht V in den Ausdruck 
des logarithmischen Potentials V uber,_ wenn man noch 
2f=f 1 und 7c = fc , oder auch. f = f lt 7c 2 Jc setzt. 

Besultat. Das Newtonsche .Potential eines un- 
endlichen Zylinders ist nach Fortlassung eines un- 
endlich grofien konstanten Summanden das Doppelte 
des logarithmisclien Potential des Zylinderquerschnitts. 

In demselben Zusammenhange, in dem das Isfewton- 
sche Potential des Volumens des unendlichen Zylinders 
zum logarithmisclien Potential seiner Querschnittsflache 
steht, steht auch das Fewtonsche Potential des mit Masse 
b.elegten Zylindermantels zum logarithmischen Potential 
des mit Masse belegten Umfangs des Querschnittes. 

Der dargelegte Zusammenhang ermoglicht es, ohne 
weiteres aus alien charakteristischen Bigenschaften des 
Newtonschen Potentials die entsprechenden des logarith- 
mischen abzuleiten. So folgt aus der Poissonschen Glei- 
chung des Newtonschen JPotentials, die, wenn man die 
Paktoren fm nicht fortlaBt, 

AV kttlcm 



lautet, soiort aie anaioge Jiigeu.su uaiu ue 
Potentials, wenn man 2 f fc = /i Ic setzt, namlich : 



Aus der Diskontinuitat der normalen Ableitung des Newton - 
schen Fiachenpotentials 



folgt die Diskontinuitat der normalen Ableitung des loga- 
rithmischen Potentials von Linien 



NUT das Verhalten des logarithmischen Potentials ini Un- 
endlichen 1st ein anderes als das des Newtonschen Po- 
tentials. Eiickt der angezogene Punkt ins Unendliche, so 

wird log I 1 =oo, daher wird der absolute Wert von 

\6> 
V unendlich grofi, walirend V in diesem Falle gleieh Null 

wurde. Ferner folgt aus der zweiten Gleichung (10 a), 
resp. (lOb), dafi, wenn der angezogene Punkt unendlich 
fern liegt, X = wird, so jedoeh, dafi 

lim(rZ) 

r = oo 

endlich bleibt, wahrend beim USTewtonschen Potential X 
so =0 wurde, daB lim(r 2 X) endlich blieb. Dieser Unter- 
schied liegt insofern in der Natur der Sache, als bei der 
Ableitung des Verhaltens des IsTewtonschen Potentials aus- 
drucklich die anziehende Masse als endlich vorausgesetzt 
wurde, wahrend die Masse des unendlich langen Zylinders 
unendlich groB wird. Die beim Newtonschen Potential 
fiir sehr entfernte Punkte geltonde Gleichung 



gibt daher beim unendlich langen Zylinder TJnbestimmtes 
(00:00); das tritt auch in dem Ausdruck (31), S. 149, her- 
vor. Fur unendlich ferae. Punkte wird, fc als positiv voraus- 



von jL/oppeioeiegungen. 

gesetzt, dei erste Sum m and = oo , der zweite Summand 
1st stets +00, also ergibt auch dieser Ausdruck Un- 
bestimmtes fur V . 

Kapitel 4. 
Das Potential von Doppelbelegnngen. 

a) Begriff der Doppelbelegung. 

Das Potential der sogenannten Doppelbelegnngen oder 
Doppelschichten ist zuerst von Helmholtz untersucht*! 5 ). 
Man wird auf den Begriff der Doppelschicht durch die 
Frage gefiihrt, wie eine geladene Leidener Flasche odor 
Franklinsche Tafel nach auBen wirkt. Dabei hat man 
es mit zwei Flachen zn tun, die, einander sehr nahe, mit 
eritgegengesetzten Elektrizitaten so geladen ' sind, daB die 
elektrischen Massen einander das Grleichgewicht halten. 
Wird die Entferming der geladenen Flaohen unendlicti 
klein, so nennt man den Komplex beider eine Doppel- 
schicht oder Doppelbelegung, und die Summe der Newton- 
schen Potentiate beider Flachen ist das Potential der Doppel- 
belegung. 

Tim den in Eede stehenden Begriff exakt zu definieren, 
denken wir nns eine beliebige Flache , die geschlossen 
oder nicht geschlossen sein kann. Die beiden .Normalen- 
richtungen der Flache unterscheiden wir dadurch ? daJS wir 
die auf einer Seite der Flache errichtete Normale als po- 
sitive, die auf der entgegengesetzten Seite errichtete als 
negative isTormalenrichtung bezeichnen. Bei geschlossenen 
Flachen soil stets die aufiere Normale als positiv gerechnet 
werden, wahrend bei nicht geschlossenen Flachen die Wahl 
zwischen beiden ISTormalenrichtungen freisteht. Dies voraus- 
geschickt, denken wir uns auf der Flache Masse mit der 
(im allgemeinen variabeln) Dichtigkeit x verteilt. Ihr Po- 
tential in bezug auf einen beh'ebigen Punkt A(OD, y , z) ist: 

(1) F^ 



*) In einer Arbeit fiber die Gesetze der Verteilung elektri- 
scher Strome in korperlichen Leitern, Poggendorffs Annalen 89, 
S. 211233, 1853; vgl. Helmholtz' wissenschaftliche .Abhand- 
lungen, Bd. I, S. 475 ff. Spezieil kommen hier S. 226227 der 
Origmalabhandlung in Betracht. 



uaten aes aus aem r unKT# , 17 , (, von c/ encstenenaen 
Punktes von 0' mit I', 17'-, ', ferner mit $<?' dasjenige 
Flachenelement von 0% das man erhalt, wenn man in alien 
Punkten des Elements do von die Normalen 6 errichtet. 
Die Flache 0' denken wir uns mit Masse von der Dichtig- 
keit K f derart belegt, daB korrespondierende Elemente beider 
Flachen entgegengesetzt gleiche Massen haben, daB also 

1. x f in do' das entgegengesetzte Zeichen von K in do hat, 

2. dafi die absoluten Werte xdo\ nnd xdo'\ gleich werden y 
zusammen also, dafi 

(2) x'do' = xdo 



). Das Potential V' von 0' in bezng auf denselben 
Punkt A (an , y , 0) ist dann : 



v 



WO 

(3 a) 



*) Nach einem bekannten Satze der Flachentheorie ist 

do' _ (R, + 8) (R, + d) 
do ~ I^R, ' 

falls RI und 2J 2 die Hauptkrummungsradien eines Punktes von do 
sind, und falls R t und R 2 dann als positiv ^rerechnet werden, wenn 
die Krtimmungsmittelpunkte der beiden Hauptnormalschnitte auf 
der 'negativen Normalenseite liegen. Ist <3 sehr klein, so wird 



wo 

~T^ 

ist, demnach 

*'=-- f+7- 
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ist, und fur das Gesamtpotential beider Flachen und 0' 
ergibt sich durcb. Addition von (1) und (3) der Ausdruck: 



Q 

Wir lassen nun <5 unendlich klein werden, gleichzeitig aber 

x derart wachsen, dafl 

(5) lim (x 6) p 

3 = 

endlich bleibt. Dann bilden die beiden Flachen und 0' 
eine Doppelscbicht oder Doppelbelegung, und /^ heiBt 
das Moment der Doppelschicht. Ihr Potential ist: 




(6) U = lim(F + -F') =/ hudolim 

(5 = JJ (5=0 

Nacb der Definition des Differentialquotienten ist, da d 
ein unendlich kleines Stuck der positiven Normale ist: 

/I 1 



mithin 




^'; 


JJ ^ 


. c*(/ . 


Nun ist 







dp 


d Q 6 6 Q 8 


il SQ 5 



ferner 

BQ 30 / 

_!.___. 008(6,4), 

falls als Eichtung von Q, wie fruher, die Bichtung vom 
Punkte as, y , z nacn dem Punkte ^ , rj , bin genommen 
wird, und 
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denn <3| 1st die Anderung von , wenn JV um dN ge- 
andert wird, d. h. d$ ist Projektion von dJT auf die |-Achse. 
Daher wird 



) + COSfe , Vj) COS(JV, ?) 

+ cosfe , ) cos (2T, |) = cos(^ , N) , 
und somit kann (7) auch. f olgendermaCen geschrieben werden : 



(7a) - ~ 'JJ . Q* 

In dem Ausdrucke (7 a), resp. (7) fur das Potential 
der Doppelschicht ist im allgemeinen p eine Funktion der 
Stelle. Hat ju, den konstanten Wert 1 , und ist zugleich 
die Flache geschlossen, so geht (7 a) in das S. 70 be- 
trachtete GauBsche Integral uber. Wir haben also in (7 a) 
eine Verallgemeinerung jenes Integrals und zugleich eine 
physikalische Deutung desselben gefunden. 

b) Haupteigenschaft des Potentials der Dop- 
pelbelegung. 

Der eben erwahnte spezielle Fall laBt erkennen, daB 
das Verhalten des Potentials der Doppelbelegung wesent- 
lich von dem des Potentials einer einfachen Flachenbelegung 
verschieden ist. Ist namlich die Flache geschlossen und 
zugleich /^ konstant, so ergibt der S. 70 abgeleitete GauB- 
sche Satz, daB 1., wenn der Punkt oc, y, z auBerhalb 
liegt, der Ausdruck (7 a) den Wert hat, 2. wenn da- 
gegen a?, y , z innerhalb liegt, den Wert 4^^, 3. wenn 
a?, y, z auf der Flache selbst liegt, den Wert 2 zip,.. Unter- 
scheiden wir die Falle dadurch, daB wir den Index a , i 
oder zu U setzen, so ist also: 

"U hat also zu beiden Seiten der Flache verschiedene 
Werte und andert sich beim Durchgang des Punktes ,y,% 
durch diskontinuierlich, derart, daB 

(8 a) lim(U a UJ) n/jt, 

ist, wahrend, wenn x,y,z eine feste Lage auf der Flache 
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oder der andern Seite zustrebt. Wir sehen, daB, im Gegen- 
satze zu dem Potential einer einfachen Flachenbelegung, 
das auch beim Durchgange des angezogenen Punktes durch 
die belegte Flache sich kontinuierlicli andert, das Potential 
einer Doppelschicht beim Durchgange jenes Punktes durch 
die belegte Flache sich diskontinuierlich andert. 

DaB die Gleichung (8 a) allgemein gilt, auch fur nicht 
geschlossene Flachen und fur variable ^ , laBt sich folgender- 
inaBen zeigen. Geht man von dem allgemeinen Ausdruck (7) 
aus und beachtet, daB 



rj f-J 

~W = ~i 
daB ferner 



+ 



._ 

37 



^ 

dx 



usw., 



so wird 





rr 




1 






Jf 

/ / 


_cos(JV, 9 


(9ic 


cos(^, 


d ( /7>cos(J 


^,^)5o\ 


'I a 




a \jj p ; 


' dy 


+ 5 


Wi , ^F 2 , 


ay 3 




I d# ' 6y ' 


^ ' 


TO zur 

in.^ 


Abkurzung 
ffjuco8(N, |) 


! _T^ 



~ 

o 



dy 



+ 



, r)}do 



= Fj usw. 
jj y 

gesetzt ist. Die Gleichung (9), die fur beliebige Lagen 
des Punktes ss , y , z auBerhalb der Flache gilt, bleibt be- 
stehen, wie nahe jener Punkt auch der Flache kommen 
moge. Unterscheidet man Punkte auf der einen oder andern 



Seite der Flache dadurch, daB man zu den GroBen U, V^ , 
V 2 , y 3 den Index 4- hinzufiigt fur Punkte auf der posi- 
tiven Normalenseite, den Index fur Punkte auf der ent- 
gegengesetzten Seite, so folgt aus (9): 



(10) 



rr . .. 
U~ = km 



^ 
doc 



dy dy 



dz 



wo durch lim bezeichnet ist, daB A (so, y, is) demselben 
Flaehenpunkte A von der einen oder andern Seite un- 
endlicli nahe kommt. Nun kann man F 1} F 2 , V 8 ansehen 
als Potentiale von einfachen Flachenbelegungen, und zwar 
sind die Dichtigkeiten dieser einfachen Belegungen resp. 

! = fM cos (N, |) , x 2 = f.i cos (N, rj) , x z = {.i cos (N, ) . 



Fill 1 eine einfach belegte Flache aber gilt [vgl. S. 89, 
Gleichung (12 a)] die Eelation 



/ H TT-H ^ T7" * \ 

(12) Km (-- ---- fi-1 = -4 

\ asc da) J 



, a?) . 



wo (xj) den Wert von fa) in dem Punkte A bezeichnet, 
in dem # , y , s durch die Flache hindurchgeht, (N, x) den 
Wmkel, den die Normale jn J. mit der a>Achse bildet. 
Da ^ = ^cosCF, f) ist, so ist fa) = (ju)cos(N, x) , daher: 



(12 a) 



lim 



-4 w^) cos 2 (^, ) . 



Ebenso ergibt sich wegen der Werte von x 2 und x 3 : 

lim 
(12b) 

h'm 



z dz 

Setzt man die Ausdriicke (12 a) und (12 b) in (10) ein, 
so erhalt man: 






Jlim(Z7+-l7-) = - 
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womit die Allgemeingultigkeit der G-leichung (8 a) be- 
wiesen ist. 

c) Verhalten der Ableitungen des Potentials 
einer Doppelbelegung. 

ot) Um auch das Verhalten der Ableitungen Ton U 
nach oo , y , z kennen zu lernen, wollen wir zunachst zwei 
einfache Beispiele betrachten. 

Das erste betrifft das Potential einer doppelt be- 
legten ebenen Kreisflache von konstantem Moment ///fur 
den Fall, daB der Punkt A (x , y , z) senkrecht iiber dem 
Mittelpunkte des Kreises liegt. IsTehmen wir den Mittel- 
punkt des Kreises, dessen Eadius JR sei, zum. Anfangspunkte 
der Koordinaten, seine Ebene zur x y-Ebene, so ist x = , 
y = , z ~^. . Werden noch in der Ebene des Kreises 
Polarkoordinaten r, q> eingefuhrt, so wird: 



Ferner ist tier N der z-Achse parallel, nnd wir setzen 
fest, daB die positive Eichtnng von N nach der Seite der 
positiven z liegt; dann ist nach dem oben (S. 153) iiber die 
Bichtting von Q Gesagten: 

cos(JV, p) = , 
Daher ergibt der Ausdruck (7 a) fur unsern speziellen Fall: 



R 2 




(14) 



Das ist, da p, konstant ist, genau der Ausdruck, der S, 16 
fur die Z-Komponente der Anziehung der einfach belegten 
homogenen Kreisflache abgeleitet ist; wir erhalten also, 
wie dort, je nachdem z positiv oder negativ ist: 



(14a) 



17+ = ftZn 
TJ- = ^2n 



+ 



1/7?2 
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daher, entsprechend der allgemeinen Gleichung (13): 

(Ub) lim (7+ U~] 

Ferner wird: 

dU + _ dU~ __ 
dz . dz 
daher : 

6U-" 



(15) 



(15 a) 



limf 



lim( 



dz dz 

d. h.: 



+7')" 
= o, 



\8N 



= 0. 



Die normale Ableitung von U andert sich also beim Durcli- 
gang durch die Flache stetig. 

Als zweites Beispiel betracliten wir das Potential 
einer doppelt belegten Kugelflache von konstantem Mo- 
ment ju. Wir wollen hier nicht von den Ausdriicken (7) 
oder (7 a) fur U ausgehen, sondern auf die in a) erorterte 
Bntstehung von U zuriickgreifen. 

Das Potential einer mit Masse von der konstanten 
Dichtigkeit x einfacn belegten Kugelflache vom Eadius B 
1st (vgl. S. 83) fur auBere Punkte 



(16) F a -- , 

r 

fur innere Punkte aber 
(16 a) 7 i = 

Die Parallelflache O f des Abschnittes a) ist hier eine kon- 
zentrische Kugelflache vom Eadius (E + 6) , ihr Potential 
fur auBere, resp. innere Punkte ist 



(16b) 



Die Gleichung (2), S. 152, mrd im vorliegenden Falle 



d. h. 

(16 c) 
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Mithin wird 



und weiter 

V a + Fi = , 



Wird 5 = uad zugleicli lim (K d) = ,u , so wird 

r5 = 

(17) U a 



woraus durch Subtraktion die Gleiclmng (8 a) folgt. 

Da ferner fiir beliebig gelegene auBere Punkte 
V a -\- Va = ist, und da T^ und F von a?, y, z un- 
abhangig sind, so wird 



(18) ^ rat '> B Q, JLX^LJ_IL _ , 

und weil diese Gleichungen fur jeden Wert von <5 gelten, 
so gelten sie auch fiir d , d. h. es ist 

du 8 EL 

(18 a) 7j- = , ~ = und li; 

Analoge Gleiohungen gelten aucli fiir die Ableitungen 
nach y und z . Fiir eine kugelformige Doppelschicht von 
konstantem Moment naben also die drei ersten Ableitungen 
des Potentials zu. beiden Seiten der Kugelflache gleiche 
Werte. 

/?) Es ist nunmehr zu untersuchen, wie weit die aus 
den speziellen Beispielen abgeleiteten Besultate allgemein 
gelten. Zu dem Zwecke kniipfen wir an den allgemeinen 
Ausdruck (7 a) fiir U an, in dem 

cos(^, |)cos(JV, f)'+ cos(^, jy)cos(JT, iff) 
-}- cos(^ , C) cos^, C) > 

( 19 ) { =l^JLM*(w. ?\+V~ y eos (jy, $ 
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1st, SO dafi 

f U^fffjtl X cos(JV, )H " ~ *' 
(20) JJ l e 



wird. Durch Differentiation nach an folgt: 

f 



(20 a) 



dx 
3(^-2/)(^- 



Hierin 1st 



fernei; 



e=l e: 



so daB (20 a) auch so geschrieben werden kann: 



(20b) 



= p 



(20 b) wird weiter umgef ormt , indem man im ersten 
Summanden 



.J 
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setzt und entsprechend in den anderen Summanden. 
Dadurch erhalt man 






(20 c) . 



dU 
dx 



Fiigen wir rechts noch die sich forthebenden Integrale 



hinzu, setzen ferner zur Abkiirzung: 



(21) 



+ 






so wird 
(22) 
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Mit Riicksicht auf Gleichung (19), S. 159, kann J 4 so ge- 
schrieben werden: 

// d /u 

(23) J 4 =JJ do . 

r\ 

7 4 hat somit dieselbe Form wie U, nur daJS ~: an Stelle 

s 
von /a steht, d. h. J 4 stellt das Potential einer Doppel- 

o 

belegung der betrachteten Flache von dein Momente 
dar. Wir wollen dies Potential mit ^ bezeichnen : ^ 

(23 a) J 4 = U l . 

Ferner ist ^ 

e~- 



T / /-XT }-\Z / /TVT 

1== ~ cos( ' ^~F~ = ~ cos( ' 

* cos (2^ f) 



Das Integral 
(24) 

kann angesehen werden als das Potential einer einfachen 
Belegung unserer Flacne mit Masse von der Dichtigkeit 

d u, 

-~-cos(N, |) , tmd 

dV 
(24a) - J, = ^ 

ist die X-Komponente der Anzieimng der einfacn belegten 
Flache. Ebenso ergibt sich, daC die Integrale 

/o*vx 

(24b) 



r\ 

Flacbenpotentiale fur die Dichtigkeiten -J- cos(JV, ) , resp. 

Sit ? ? 

~-co$(N, |) bezeichnen, und daB 

(27 c) J - ^ 2 J __^L 

^/O; J 2 --- -, c/3- 



Kap. 4. Das Potential von Doppelbelegungen. 163 

1st. Somit ist -5 auf die Form gebracht 



(22 a) 



_ = T_ 

dx Boo 



By 



Diese Gleichung gilt fiir beliebige Lagen des Punk- 
tes a?, y, z auBerhalb der doppelt belegten Flache; sie 
bleibt bestehen, wie nahe auch jener Punkt der Flache 
kommen mag. Nahert sich ac , y , is von der einen oder 
der anderen Seite demselben Flachenpunkte A beliebig, 
und geben wir den GroIBen U, J, V lt V 2 , V 3 , U"i die In- 
dizes + oder , je nachdem die Annaherung an die 
Flache von der Seite -}-N oder ~N geschieht, so folgt 
aus (22 a): 



(25) 



=- 
dy 



r , T+ _ . 

= hm(J - J ~ } - 






Naeh (13), S. 156, ist nun 



(26) 



- J7 - -4 



- -4 



denn 



bezeichnet den Wert von 



in dem Flachen- 



punkte A Q , d. h. in dem Punkte, dem sich x , y , z be- 
liebig nahert. Ferner ist, da V t das Potential einer ein- 

r\ 

fach belegten Flacne mit der Dichtigkeit -^JCOS(N, f) 
bezeichnet, nach S. 89, Gleichung (12 a): ^ 



(26 a) 



lim 



doc 



= 4^(-^cos(JV, )jcos(jr, i 

n 

= 4 n -~- cos (.IV, os) cos (N, on) 
ox 

1 1 * 
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Ebenso ergibt sicli 

_ 4 n (^- cos(tf, $} co*(N, y} 
\dtj I v ' 

*^ 

4?r~- 



'-j 

= &n~~-CQ8(N, 

Durcli eine gesonderte Betrachtnng soil weiterhin 
(s. S. 166 ff.) gezeigt werdcn, da6 fur eine gesehlossene 
Flache stets 

(26 c) Jim(J+- J-)0 



ist, und dafi dieselbe Relation auch fur ungeschlossene 
Flachen gilt, falls nur A dem Eacde der Flache nicht 
traendlich nahe liegt. DemgemaB folgt aus (25): 

U + dU~ 



- 
dy 



.. 

cos(iY ? y) + -^ <ns(N, z) - 4 

x ' "' dz . J 



c u 
Durch (27) wird die Diskontinuitat von -r beim Durcn- 

ox 

gang des Punktes cc , y , z durcli die doppelt belegte 
Flache dargestellt. 

Wird das Koordinatensystem so gelegt, daB die posi- 
tive #-Achse der positiven Flachennormale im Punkte A 
parallel ist, so ist 

A*. 

cos(JV, y) = , Gos(N, z) = , cos(JV, as) = 1 , 

daher wird in diesein Falle die rechte Seite von (27) ==0, 
und wir haben allgemein i 



Ist dagegen oo zur Flachennormale in AQ senkrecht, 
so wird cospV", so) 0. Fur jede Richtung s, die der 
Tangentialebene von A parallel ist, wird also 



Endlich ist fur konstante /i die rechte Seite von (27) 
stets = 0. Fur konstante Momente gilt also bei be- 
liebiger Lage des Koordinatensystems die Gleichung: 



d) Die charakteristischen Eigenschaften des 
Potentials von Doppelbelegungen. 

In den Absclinitten b) und c) sind nur die Eigen- 
schaften des Potentials von Doppelbelegungen abgeleitet, 
in denen sich dieses Potential von dem einfach belegter 
Flachen unterseheidet ; nnd diese Eigenschaften beziehen 
sich auf Punkte, die der belegten Flache beliebig nahe 
kommen. Die Eigenschaften, die das Potential von 
Doppelbelegungen fiir Punkte auBerhalb der belegten 
Flache hat, sind mit denen der Potentiate einfacher Be- 
legungen identisch, wie sich aus der im Anfang dieses 
Kapitels erorterten Entstehung von U aus V und V er- 
gibt. Wie V und V und ihre Ableitungen sind auch U 
und seine Ableitungen beliebig holier Ordnung fiir Punkte 
auBerhalb der belegten Flache endlich und kontinuierlich. 
Fiir solche Punkte gilt die Laplacesche Gleichung A U = ; 
endlich verschwinden 17 und seine Ableitungen im Uu- 
eudlichen derart, dafi 

(28) Mm(rU) und limr 2 



ooo 

endlich hleiben. 

Charakteristisch fiir das Potential von Doppel- 
belegungen sind folgende Eigenschaften: 

1. U und seine Ableitungen sind ini ganzen Eaume 
endlich und stetig; nur an der belegten Flache andert 
sich U diskontinuierlich, entsprechend der Gleichung (13), 

f\ TT 

S. 156, wahrend -fr==- zu beiden Seiten der Flache gleiche 
Werte hat. djv 



2. Fur alle Punkte auBerhalb der Flache 1st A U = . 

3. Im Unendlichen verschwinden U und seine Ab- 
leitungen in der Art, wie es eben angegeben ist. 

DaB diese Eigenscliaften charakteristisch sind, d. h. 
daB es nicht zwei verschiedene Funktionen gibt, die in 
alien diesen Eigenscliaften ubereinstimrnen , laBt sich in 
gleicher Weise zeigen wie S. 103 105 fur das Potential 
einfach belegter Flachen. 

Zusatz. Der Begriff des Potentials von Doppel- 
belegungen laBt sich auch auf das logarithmische Potential 
ausdehnen. Man denke sich eine ebene Kurve einfach 
belegt mit Masse von der Dichtigkeit x , konstruiere eine 
sehr nahe Parallelkurve und denke auf dieser Masse mit 
der Dichtigkeit x' verteilt, so daB 

x'ds' ' = xds 

ist. Man bilde die Sum me der logarithmischen Potentiale 
beider Belegungen nnd gehe dann zu. dem Falle iiber, daB 
die Entfernung d der Parallelkurven verschwindet, wahrend 
zngleich ]im(xd) fiir <5 = endlich bleibt. Es ergeben 
sich fiir das so entstehende logarithmische Potential der 
Doppelbelegung ganz analoge Eigenschaf ten , wie sie fiir 
das Newtonsche Potential von Doppelbelegungen ge- 
funden sind. 

e) Nachtraglicher Beweis einer Hilfsformel. 
Das Theorem von Stokes. 

Wir betrachten das iiber eine beliebige Fla'che aus- 
gedehnte Integral 

(29) 9 =jJ{||cos(JV, T?) - ~ cos(JV, 

in dem a eine Funktion von | , 97 , bezeichnet, die nebst 
ihren ersten Ableitungen an der Flache eindeutig, end- 
lich und stetig ist. Die in (25) auftretenden partiellen 
Ableitungen von oc sind so gebildet, als waren ,??, 
voneinander unabhangig. Andererseits ist fiir die Punkte 
der .Flache eine der Koordinaten eine Funktion der 
beiden anderen, und zwar wollen wir annehmen, daB die 
Flachengleichung die Form 

(30) = /'(,>?) 



Ableitungen von a nach den unabhangigen Verander- 
lichen , v\ durch Klammern, wahrend die Ableitungen 
von a , die so gebildet sind, als waren | , 77 , unabhangig, 
ohne Klammern geschrieben werden sollen, so haben wir: 

(W\ i^L\ ^?L _i_ ^ _^t /d\ _ da da df 

V 3J -/ l^if-/ ^f-"r"a> ~^~T J \~5TT I "rTTT H ZTT ~a 



Ferner sind die Eichtungskosinus der Flachennormale 

, W 



a 



drj 



cos(JV, C) = F ======~ , 



daher 

-T-TT COS (.$", >?) = 

c/4 o?^ 

5 a 5/' ^a 



\dr ] 



^n a /^^^ 2 
-"-v 

Zugleich ist 



do , ,, T ... 

? ^>^ 



, i^y+f^y 

^ / V c 1 ?/ / 

die Projektion des Flachenelements auf die 
also =ddrj, mithin haben wir 

(29 a) 3 = 



und die Integration ist rechts iiber die Projektion der 
Flache auf die a?2/-Ebene zu erstrecken. Was das 
doppelte Vorzeichen betrifft, so gilt das obere, wenri 
cos(.F, ) negativ, das untere, wenn cos(JV, t) positiv ist. 
Betrachten wir zunachst eine nicht geschlossene 
Flache , deren positive Normalen mit der positiven 
-Achse samtlich spitze Winkel bilden, so ist auf der 
linken Seite von (29 a) das Zeichen zu nehmen. Ist o 
die Randkurve von , c' die Projektion von c auf die 
^ a?2/-Ebene, so ist das Integral 

(29 a) iiber das Innere der Kur- 
ve c' zu erstrecken. Wird die 
Integration nach rj als innere ge- 
nommen, so wird 



(29b) S-- 





Fig. 25. 



Darin bezeichnen t] l und % die 
Ordinaten der Punkte 1 und 2 , 
in den en eine beliebige Parallele 
zur ^-Achse die Kurve c f schnei- 
det, 4 un< i 1 den grofiten und 
kleinsten Wert von | fiir diese 
Kurve. Durcb. Ausfiinrung der Integration nach 77 folgt 



(29 o) 



worin oc : und 2 die Werte von a fiir ?? = ^ , resp. ^ = ^ 2 
bezeichnen. $.driieken wir durch das Bogenelement da 
der Kurve c' aus und setzen fest, daB o als wachsend 
angesehen werden soil bei einem solchen Umlauf um c', der 

einer Drehung von +1 nach -\-t] entspricht; dann ist ~= 

do 

an der Stelle 1 positiv, da hier mit a wachst, an der 
Stelle 2 dagegen negativ, da mit wachsendem o ab- 
nimmt. Andererseits ist in (29 c) d positiv, da die untere 
Grenze kl einer als die obere ist; mithin ist, damit auch 
do uberall positiv sei, zu setzen: 
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an der Stelle I d = + (^-} da, , 

(32) ^ 

an der Stelle 2 d = (-= J $<7 2 ? 

\do/2 

und das Integral (29 c) wird 

o /7 /^f\_ , ( d *\* \ 

% = / {i -J ^0, + 2 -5 Ncfo ? , 

J\ ^daji l 2 \do] 2 2 J ' 
d. h. 

(33) S = / <x,-=da , 



wo die Integration iiber den Umfang von c' im Sinne 
des vorher festgesetzten Umlaufs zu erstrecken ist. Die 
Integration iiber die Kurve c' ersetzen wir durch eine 
solehe iiber die Eandkurve c der Flaehe O . Ist ds das 
Bogenelement von c , und wird c in demselben Sinne 
durchlaufen wie c',. so ist 

a d * j dg do __ dg 

QfO - Q/S U.JJ.CL ~ ' * " - . 

as do ds dst 

daher 

(34) % 



Bei der Ableitung von (34) ist angenommen. dafi 
jede Parallele zur Achse ?y die Kurve c' nur in zwei 
Punkten schneide. Der Fall von mehr als zwei Schnitt- 
punkten lafit sich ganz ebenso behandeln (vgl. die Ent- 
wicklung S. 61 ff.) und fiihrt zu demselben Kesultat. 

Wetter ist zu zeigen, dafi die Gleichung (34) noch 
gultig bleibt, wenn die positiven Normalen von O mit 
der -j-C -Achse teils spitze, teils stumpfe Winkel bilden, 
also cos^, C) teila positiv, teils negativ ist. Ist, was wir 
voraussetzen, die Flache regular, d. h. andert sich cos^, C) 
kontinuierlich, so wird beim tJbergang von positiven zu 
negativen Werten cos (N, t) = . Alle Punkte der 



entsprechend in zwei Teile 



und $2 I* 1 



ersten sind, 




wie oben in (29 a) und don 
vorhergehenden Gleichungen, 
die unteren, im zweiten di<, 
oberen Vorzeichen zu nelimen. 
Fur das erste Integral Si gelten 
unmittelbar die obigen Ent- 
wicklungen, mit dein XJnter- 
schiede jedoch, daB hier die 
Kurve C an Stelle der vori- 
gen c tritt. Bezeichnen wir dei) 
Bogen von G mit S , so 1st also 



(35) 



In $ 2 sind, wie schon bemerkt, die umgekehrten Zeichen 
zu nehmen, die Gleichung (29) ergibt daher: 



(36) 



Ferner ist das Integrationsgebiet Mer der zwischea 
den Kurven 0' und c' liegende ringformige Eaum, falls 
die Projektion von 0, c' wiederum die von c ist. 
Schneidet eine ParaUele zur ^-Achse die Kurve C' in den 
Punkten I und II, c ' wiederum in 1 und 2, und sind die 
zugehorigen Werte von ,, resp. r,,, ij n , % , % , so ist 
zu nehmen 




Somit geht (36) fiber in 
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Der erste Summand von $ 2 ist genau derselbe wie oben 
in (29 c), auch liegen, wie dort, die Punkte 1\ 2 auf der 
Kurve c' ; daher ist 



(36b) fdg K - oc 2 ) =fa cos(s , |) da . 

c 

Der zweite Summand der rechten Seite von (36 a) 



hat, atogesehen vom Vorzeichen, ebenfalls die Form des 
Integrals (29 c), nur daB I und II auf der Kurve (7' 
liegen, der Projection von C. Wir konnen auf diesen 
Summanden das Besultat (34) anwenden, wenn wir nur 
die Kurve an Stelle von c setzen. Dieser zweite Sum- 
mand wird daher: 



(36 c) dg (KU oij] = f fai ~ MII) d = fa. cos($, 
J . J J 



Vermoge der Gleichungen (36 b) und (36 c) geht (36 a) 
itber in : 

{36 d) 3 2 = fa cos(s , f) ds - foe cos(8 , 
e j c 

Aus (35) und (36d) aber folgt: 

(37) 3 = ^ + S 2 =* cos(s , |) A 



d. h. das Eesultat (34) bleibt unverandert, wenn auch 
<Jos(JV, C) teils positiv, teils negativ ist. 

Anmerkung. Es kann der Fall eintreten, dafi die 
Kurven O und c einander scnneiden, also das in Betracht 
kommende Stiick von C keine gesehlossene Kurve bildet, 
"wie in Fig. 27 S. 172. Dann schneiden sich auch die ebenen 
Kurven c x und C'. Ihre Schnittpunkte seien a und % . In 
diesem Falle vervollstandige man C' zu einer geschlossenen 
Kurve, indem man das Stiick a ba^ von c' zu O x Mnzunimmt. 
Dann kann man ohne weiteres die vorige Entwicklung 
auwenden; das ringformige Integrationsgebiet der Fig. 26 
b-at hier nur teilweise die Breite Null. Das Eesultat (37) 

ffllf, a.nAll -fli-n /liQC-on 
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1st eine geschlossene Flache, so fallt die Eand- 
kurve c und damit c' ganz fort. Konstruiert man wieder 

die Kurve G , fur deren Punkte 
cos (N, = i^ wodurch 
in #! und 2 , S in Si 4- 3fe 
zerfallt, so wird fur das In- 
tegral S 2 [Gleichung (36)] das 
Integrationsgebiet der 77- 
Ebene durcli das ganze In- 
nere der Kurve C' gebildet, 
in (3 6 a) fa* lit daher der erste 
Suminand fort, und da der 
zweite nach (36 c) =^5! ist, 




Oi 



so erhalt man: 



(37 a) 



p . ^ Wir haben somit folgendes 

lg> ' Besultat: 

Das iiber eine beliebige Flache erstreckte In- 
tegral 



(38) 



d/x, 



doc 



in dem die Eunktion a den oben genannten Be-' 
dingungen geniigt, ist gleich dern iiber die Eand- 
kurve c von erstreckten Linienintegral 



(380 



<XCQS(S , 



Falls eine geschlossene Flache ist, hat S den 
Wert Null. 

Dem Eesultat konnen wir noch zwei analoge an die 
Seite stellen, die dadurch entstehen, daB man die Achsen 



17 



miteinander vertauscht. Damit die Kurve c 



jedesmal in demselben Sinne durchlaufen wird, ist er- 
forderlich , dafi die Vertauschung von , 77 , t zyklisch 
geschieht, so dafi |, 17, C ubergehen in 77, C, f, resp. 
t , | , y . Nimmt man zugleich an Stelle der Funktion &, 
andere Funktionen, die denselben Bedingungen wie a ge- 
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nugen, so lauteh die zu (38) und (38') analogen Eela- 
tionen : 



(38 a) 



r 
= / p cos (s , 

J 



Da in alien drei Linienintegralen c in demselben Sinne 
durchlaufen wird, kann man, wenn man die drei Glei- 
chungen (38), (38 a) addiert, die Summe der Integrals als 
ein Integral schreiben. Dadurcli erhalt man das sogenannte 
Stokessche Theorem: 



(39) 




./[ 



cos(* , ty) + 7 cos(s, 



Hierin ist das Doppelintegral iiber die Flache , das 
einfache Integral iiber ihre Eandkurve c zu erstrecken; 
und falls die Flache geschlossen ist, ist der Wert des 
links stehenden Integrals gleich Null. 

Mittels dieses Satzes ergibt sich nun die Eichtigkeit 
des oben benutzten Hilfssatzes [Gleichung (26c), S. 164]. 
Denn das durch die erste Gleichung (21) definierte Inte- 
gral / hat die Form der linken Seite von (39), und zwar 
ist, damit die linke Seite von (39) mit J identisch wird, 
zu setzen: 

(40) of. = , ft = - 



Wenn der Punkt A (x , y , z) auflerhalb der Flache liegt, 
sind a. , /? , 7 und ihre Ableitungen an dieser Flache ein- 
deutige, endliche und stetige Funktionen von , ? , f. 
Das Stokessche Theorem ergibt daher: 

/ds 
u[(rj - y) cos(s , C) - (C ) cos(s , ??)] , . 



wahrend fiir eine geschlossene Flacho J". int.. Hit 4 , 
Gleichung (41) gilt, wie nahe auch dor Puiikfc A dr 
Flache liegen mag, wenn er mir auBorhalb liegt. Kiir 
zwei Punkte A + , A., die auf versdiiedonen Soiten von 
und dabei demselben Flacbenpunkto A,, unciullich nsiho 
liegen, sind, faUs nur nicht A der Kandkurvo o unond- 
lich. nahe liegt, die Werte von 

/"[(? - y) cos ( s (t *) cos (* > J 7)J 'a 3 

endlich, und diese Werte unterecheiden sicli fiir A ,. und 
A_ nur um unendlich Kleines. Das gluiclio. gilt duller 
fiir das Integral (41), d. h. 

(42) lim(J+- J-) = 0. 

War die Flaclie geschlossen, so ist J+ Q und J () , 
daher gilt erst recht Gleichung (42). Damit i.st di B. 1 04 
benntzte Hilfsformel (26 c) bewiesen. 



III. Abschnitt. 

Potential und Anziehimg homogener 
Ellipsoide. 

Kapitel 1. 

Das Potential und die Anziehungskomponenten homogener 
Ellipsoide fur Punkte der Masse. 

Die Bereclmimg der Anziehung der Ellipsoide gehort 
zu den beruhintesten mathematischen Problemen; hat es 
doch seit New tons Zeiten die Mathematiker mehr als 
irgend ein anderes der Integralrechnung beschaftigt. Eine 
befriedigende Losung hat die Aufgabe erst am Anfange 
des neunzehnten Jahrhunderts gefunden, und im Laufe 
jenes Jahrhunderts sind die verschiedensten Methoden zur 
Losung aufgestellt, von denen die wichtigsten die Von. 
Laplace, Ivory, Gaufi, Dirichlet, Chasles*) und aus 
der zweilen Halfte des vorigen Jahrhunderts die von 
Mertens**) und die von Heine angegebene, von seinem 
Schiller Ziige***) durchgefuhrte sind. 

Wir wollen bei der Darstellung teils Laplace, teils 
Ivory folgen. 

a) Das Potential ist eine Funktion zweiter 
Ordnung der Koordinaten. 

Den angezogenen Punkt A nehmen wir zunachst als 
innerhalb des Ellipsoids liegend an und bezeichnen seine 
Koordinaten, bezogen auf die drei Hauptachsen der Flache 
als Koordinatenachsen, mit sc , y , z . Sind , 77 , die 

*) Die Arbeiten der genannten Autoren sind, mit Anmer- 
kungen und Erliiuterungen versehen, vom Verf. in Heft 19 der 
Klassiker der esakten Wissenschaften herausgegeben, Leipzig 1890. 

**) Crelles Journ. f. Math., Bd. 70. 
***) Mathematisclie Annalen, Bd. 10. 



176 III. Potential und Anziehung homogeaer Ellipsoide. 
Koordinaten eines beliebigen anziehenden Ptraktes, fc die 
konstante Dichtigkeit, so 1st 



(1) 



F = 




Zur Berechnung von V fuhren wir raumliche Polarkoordi- 
naten ein, deren Anfangspunkt A 1st, d. h. wir setzen 
sin # cos 99 , 



= a? 



i)=y Q 



Das Volnmenelement .wird dann 



V = 



Jt. 



sin 93 



(2a) 

und daher 

(3) 

Die Integration nach Q nehmen wir zur inneren. Dann 
ist, da A innerhalb des Ellipsoids liegt, von Q = an bis 

zu demjenigen Wert Q I des Ra- 
dius zu integrieren, der einem be- 
h'ebigen an der Oberflache des 
Ellipsoids gelegenen Punkto B t 
entspricht. Denken wir uns ferner 
um 'A eine Kugel mit dcm Ra- 
dius 1 beschrieben, so trifft jeder 
von A nach der Ellipaoidober- 
flache gezogene Eadius auch die 

Kugel, und den samtlichen Punkten der EllipsoidobeTflache 
entsprechen samtliche Punkte der Kugel. Die Grenzen 
fur ^ und 9? werden daher dieselben wie bei der Integra- 
tion uber die Oberflache einer Kugel. Somit wird 

(3 a) 7= fcjd^jsi 

o o 

2 : -r .-c 

= i-fc]/e?si 



Um i als Punktion von & und 9? zu bestimmen, benutzen 
wir die Flachengleichung 




Fig. 28. 



oder, wenn , 77 , nach (2) durch Polarkoordinaten aus- 
gedriickt werden und beachtet wird, daB fur Punkte der 
Ellipsoidflache Q den Wert Q t hat: 

(so + Q I sin$ cos^) 2 (y -f Q sin^ sin go) 2 
_ _j_ _ 



+ 



Das gibt fur ^ die quadratische Gleichung: 
wobei zur Abkurzung gesetzt ist: 



(5 a) 



_ 

= 



+ -- 



+ 



Der Koeffizient L ist als Summe dreier Quadrate stets 
positiv und kann nie verschwinden, N ist ebenfalls positiv, 
da der Punkt x , y , z innerhalb des Ellipsoids liegt. Das 
Produkt der beiden Wurzeln der qnadratischen Gleiclning 
(5) ist demnaob. negativ, beide Wurzeln sind also reell und 
die eine positiv, die andere negatir. Von den beiden 
Wurzeln ist Jrier die positive zu nehmen, da bei raum- 
lichen Polarkoordinaten (vgl. S. 18) nur positive Werte 
des Abstandes vom Anfangspunkte in Betracnt kommen. 
[Die negative Wurzel wurde der entgegengesetzten Richtung 
entsprechen, die aber ohnedies berucksiclitigt wird, wenn 
$ alle Werte von bis ft, 9? alle von bis 2n durcn- 
lauft.] Die positive Wurzel von (5) ist nun 



- M 



61 = 
und somit geht (3 a) iiber in: 

Zit n 

2 M 2 J^ 



LN 



/Q^ v 
(3b) F= 



o o 
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Die rechte Seite Ton (3b) laBt sich erheblich vereinfachen. 
Zunachst 1st . 



(6) 



o o 



Denn fur 2 Wertepaare von & , cp , die entgegengesetzten 
Eichtungen entsprechen, d. h. fur $ , 9? einerseits, n & , 
Ti + 9? andererseits hat M denselben absoluten Wert, aber 
entgegengesetztes Vorzeichen., walirend M 2 , L und sin^ 
fiir beide Wertepaare denselben Wert haben, ebenso N t 
das- von & und q> unabhangig ist. Fiir die betrachteten 
Wertepaare hat somit die zu integrierende Funktion den- 
selben absoluten Wert, aber entgegengesetztes Vorzeichen. 
In der Summe, deren Grenzwert das Integral ist, heben 
sich daher je zwei Summanden auf, und das Integral er- 
halt den Wert . 

Aus ahnlichen tJberlegungen ergeben sich folgende 
Gleichungen : 



sin 2 $ sin <p cos 9? . , . 
r ^- sm$d'&d<p = , 



(6a) 







sm# cos $ cos 9? 



sin # cost? sin 9? 
_ 



^ 

= , 







Man braucht in dem ersten Integral nur die Wertepaare 
$ , (p und ft , 2 TT 99 , im zweiten und dritten die Werte- 
paare $, <p und #, 7t -j- cp zusammenzufassen, um die 
Eichtigkeit der Gleichungen (6 a) zu erkennen. 
Nun zerfallt das Integral ' 



'Jf 2 . 



b o 



yz haben; es bleiben nur die Integrate iibrig, welche die 
Faktoren a? 2 , y 2 , z 2 haben. Daher gelat die Gleichung (3b), 
wenn man fur M und N die Ausdrticke (5 a) einsetzt, in 
folgende uber: * 



Art it t 

1 /Yj 2 [jE 2 sm-#cos 2 9? 7/ 2 sin 2 #sin 2 y 2 2 cos 2 #] 

~ "2" / J | * L~ ^ + ~ P~ ~ ~ + "^^j 

o 6 i. 



H- 



i _ ^ _ i: _ * 

a* & 2 " c 2 



Da x, y , z weder in L , noch in den Grenzen des Inte- 
grals Yorkommen, so erkennt man, dajB V eine Funktion 
zweiten Grades von a?, y , ist, die nur die Quadrate 
dieser GroBen enthalt, d. h. daB V die Form hat: 

(8) V - F - V, x 2 - F 2 y 2 - F 3 2 ; 

und die Mer auftretenden Koeffizienten haben die Werte: 



(8a) 



4-. 



1 . rfsi-a&d&dv 



o o k 



_!_ 
2 '"U 2 














sin-d' d'ft dy>\ , 







sin 2 ?? sin 2 (75 . , 

- -- - sinfrdddq* 





2jt n 

2 /Tcos 2 ^ . 



1- 



c 4 j; i 2 

6 6 



sin#$$$<p> . 



12* 



b) Beziehungen zwischen den Koeffizienten 
von V . Folgerungen. 

Die Koeffizienten F L , F 2 , F 3 lassen sich nun in ein- 
faclier Weise durch F ausdriicken. Es ist namlich 

2.T .-r 

<3F 1 ffsm&d&dv BL 

K- 



da 2 I] L* da 

6 6 



oder rnit Beriicksichtigung des Ausdruckes (5 a) fur L: 
<3F .1 C Camd d& d<p 2 sin 2 & cos 2 <p 



5a ' 2 
Demnach wird 



.1 

a 2 o a c/a 

und entsprechend wird 



^ ' 2 6b do ' 

Yon den in unserein Eesultat auftretenden Integralen 
brauchen wir somit nur F zu ermitteln, wahrend sich 
F t , F 2 , F 3 daraus durch einfache Differentiation ergeben. 

Ehe wir an die weitere Eeduktion des Integrals F 
gehen, wollen wir aus den bisherigen Eesultaten zwei 
wichtige Schliisse ziehen. 

Die Komponenten der Anziehung, welche das homo- 
gene Ellipsoid auf einen inneren Punkt ausiibt, sind, da 
^o ? Vi ? V% ? ^ 7 3 vou x i y ? z unabhangig sind , nach (8) : 

^ ~ doc ~~ 1 ' ~ * y ' ~ sZ ' 

Die anziehende Kraft ist daher 

(10 a) Z = 2 yF?a? 2 + F!2/M-F!s 2 , 



und die Richtungskosinus derselben sind 

(lOb) ^4- , ^~ , -- j^ 1 

Aus (10 a) geht hervor, daft der Mittelpunkt des Ellipsoids 
keine Anziehung erleidet, was iibrigens auch geometrisch 
sofort einzusehen 1st, da fur diesen je zwei symmetrisch 
liegende Massenteilchen vorhanden sind, die eine Anziehung 
von gleicher GroBe und entgegeng'esetzter Richtung aus- 
uben. Drucken wir ferner die Koordinaten des angezogenen 
Punktes durch seinen Abstand r vom Mittelpunkte und 
die Richtungskosinus a , , 7 von r aus : 

SD = r (X. , y = r ft , & = ry , 
so wird 

K == 2 r fvfoi*~- 



,u.nd die Bichtungskosinus von K werden 

VlM r 2 p K ^y 

*i ~' ^i ' ""^r 

Diese Bichtungskosinus haben , ebenso wie K-^ , fur alle 
Punkte desselben Radius denselben Wert, und wir haben 
somit den Satz: 

Die Anziehungskrafte, die von einem homogenen 
Ellipsoid auf zwei Punkte eines vom Mittelpunkt 
ausgehenden Eadius ausgeubt werden, sind parallel 
und verhalten sich wie die Abstande der Punkte 
vom Mittelpunkte. 

Aus den Ausdriicken fur F t , V 2 , V s konnen wir ferner 
nocli folgendes schliefien. Aus (5 a) folgt: 

a 2 ct 3 

a 2 L sin 2 ^ 1 cos 2 99 + -z-r- sin 2 !? sin 2 -\ -- cos 2 ^ . 

O 2 G* 

Die GroBen a^L und a*L 2 sind daher nur von den Ver- 

a 2 a 2 

haltnissen -r-r- und der Hauptachsen abhangig, ebenso 
o c 2 

b 2 L, c 2 L, &*JL 3 , c*L 2 . Nach (8 a) hartgen daher auch 
die Koeffizienten V^ , V 2 , V s , in denen ja a , 1) , e nur in 
den genannten Verbindungen a 2 L , a 4 Z 2 usw. auftreten, 



lediglich von den Achsenverhaltnissen , ab. Wenn 
be 

daher zwei Ellipsoide J3 , E' denselben Mittelpunkt, die- 
selben Eicbtungen und dasselbe Verhaltnis der Haupt- 
achsen besitzen [man nennt solcbe Ellipsoide abnlicb und 
abnlicb liegend*) oder bomotbetiscb], so uben nacb (10) 
beide auf einen Punkt im Inneren des kleineren Ellipsoids 
Anziebungen von gleicber Grofie und Eichtung aus, voraus- 
gesetzt, daB beide mit Masse von derselben konstanten 
Dichtigkeit gefullt sind. Die Diff erenzen der derselben Achse 
parallelen Anziehungskomponenten von E und E' sind also 
gleicb Null, d. h. die zwiscben den Ellipsoidflachen E 
und E' gelegene Scbale iibt auf einen Punkt des inneren 
hohlen Eaumes keine Anziebung aus. Wir fassen das Ee- 
sultat zusammen in den Satz: 

Bine von zwei ahntichen und abnlich liegenden 
konzentrischen Ellipsoiden begrenzte homogene Schale 
iibt auf einen Punkt des inneren Hohlraumes gar" 
keine Anziebung aus. 

*) Der Name iihnlich rechtfertigt sich dadurch, daft irgend 
zwei Durchmesser beider Ellipsoide von gleicher Eichtung stets 
dasselbe Grofienverhaltnis haben. 

Beweis. Von dem gemeinsamen Mittelpunkte beider Ellip- 
soide ziehe man einen Halbmesser, dessen Richtungskosinus a , 
/? , 7 seien, wahrend seine Langen bis zum Schnitt mit den beiden 
Ellipsoiden mit Q und Q' bezeichnet werden mogen. DerEndpunkt 
von Q hat die rechtwinkligen Koordinaten Q a. , Q ft , Q y , und da 
er auf dem Ellipsoid mit den Achsen a , b , c liegt, so ist 



b" ' c 2 



Ebenso ist 

a > i 02 I a a 

pr = - + /' 1 F? + J' 1 7 r, 

und da 

a o c 

o/~ V~ c 7 ' 
so folgt 

Q a 

~e'~ ~ a' ' 

und das gilt fitr jede beliebige Eichtung ex, f p , y . 



Zusatz. Haben die ahnlichen Bllipsoide E und W 
r erscMedene Mittelpunkte, aber parallele Achsen, und liegt 
5' ganz innerhalb E, so sind die Anzietningskompo- 
lenten von E durch (10) bestimmt, wahrend die von E' 



ind, wo oo' , y' , z f die Koordinaten des angezogenen 
'unites Mr die Aclisen von E' als Koordinatenachsen 
ind, so, y, z die Koordinaten desselben Punktes fur die 
Lchsen von E als Koordinatenachsen. Sind nun OC Q , y Q , 
D die Koordinaten des Mittelpunktes von E[, bezogen 
uf die Achsen von E , so 1st, da die Aclisen von E und 
/' parallel sind, 



)aher haben die Differenzen der Anziehungskomponenten 
eider Bllipsoide die Werte 



nd diese Differenzen, die von den Koordinaten des an- 

ezogenen Punktes unabhangig sind, sind die Anziehungs- 

omponenten der von E und E' begrenzten Scnale, also: 

Satz. Die von zwei ahnliclien Ellipsoiden mit 

parallelen Acnsen, aber verscMedenen Mittelpunkten 

begrenzte homogene Scnale iibt auf Punkte im inneren 

Hohlraum eine Anziehung von konstanter Grofie und 

konstanter Eicntung aus. 

c) Weitere Beduktion der Koeffizienten. 

Wir wenden uns nun zu dem Integral F [erste 

leichung (8 a)] zuriick. Da in L nur die Quadrate von 

n$, cos^, sing?, cos 9? auftreten, so geben die acht Ok- 

i,nten der Kugelflache vom Eadius 1 gleiche Betrage zu 

3m Integral. Es genugt daher, die Integration uber 

nen Kugeloktanten auszudehnen und dann mit 8 zu 

ultiplizieren. Setzt man noch fur L seinen Wert aus 

a) ein, so wird 




sin^cosy sin g ^8in 3 y 







oder wenn wir im letzten Summanden noch den Faktor 
cos 2 9? -f sin 2 92 , der ja =1 1st, hinzuf tigen , die Glieder 
mit cos 2 99 und sin 2 9? zusarumenfassen und die Integration 
nach 9? als innere nehmen: 



d(p 




, , /sin 2 # cos 2 #\ . 

cos 2 (p + 1 - H - sin 2 93 

\ o 2 c 2 / r 





Die Integration nach 9? laBt sich ausfiihren, da 



j _ i 

* ' / m cos 2 9? + n sin 2 99 T/TO^ 

6 

ist, vorausgesetzt, dafi m und w positive reelle GroBen 
sind*). Durch Anwendung von (12) geht (11) in folgende 
Gleiciung uber: 



(lla) 



Das iibrigbleibende Integral ist ein elliptisches Integral 
der ersten Gattung, das man leicht auf die ISTormalform 
der elliptischen Integrale zuruckfuhren kann, und zwar, 
falls a > & > c ist, durch die Substitution 

cos$ tg/l . 

]/a 2 c 2 




*) Die Hilfsformel (12) ergibt sich sehr einfach dadurch, dafi 
statt y eine neue Integrations variable y einfiihrt, indem man 

n j. 

tang (p = 

w? 

setzt, und beachtet, da6, w.enn 9? von bis %n variiert, dasselbe 
auch mit y> der Fall ist. 



Dann ergibt sich A 

j 

abc . 



= 27rfc 



fa 2 ~~ c 2 




WO 



ist. 

Indessen ist diese Form fur unsere Untersuchung nicht 
zweckmaBig, da in ihr die Achsen a , & , c nicht symmetrisch 
auftreten; auBerdem wiirde die Ausfuhrung der Differen- 
tiation nach a, &, c umstandlich werden, da auch die 
obere Grenze des Integrals von a und c abhangt. Um 
eine in bezug auf a , & , c symmetrische Form fur V zu 
erhalten, geben wir der Gleichung (11 a), indem wir in 

003^^ 
jedem Faktor des ISTenners -5 heraussetzen. die Form : 



(lib) 



Weiter fiihren wir eine neue Integrationsveranderliche s 
ein durcb die Substitution 

(13) 
woraus 





folgt, wahrend die Grenzen fiir s werden : s = und 
s = oo . 

Dadurch geht der Ausdruck (lib) in folgenden 
fiber: 
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dft 



(14) 



= nk 




= a'bcn'k 



V (a 2 + j (& 2 + s) (c 2 +7) 



(14 a) T! = 



Hieraus folgt mittels der Gleichung (9): 

ds 



J (a 2 + s) /(a 2 + s) (& 2 + s) (c* +7) 



und analoge Ausdriicke ergeben sicli fiir F 2 und V 3 . Setzt 
man diese Ausdriicke in (8) ein, setzt dabei die Faktoren 
a? 2 , y 2 , # 2 unter die betref fenden Integralzeichen und ersetzt 
die Summe der vier Integrale durch das Integral der 
Summe, so erhalt man 



(15) 7= 



ds 



/1 X 

\ a* + s 



c 2 + sj 



t)"brigens ist der Koeffizient 



= IJf , 

falls JM" die Masse des Ellipsoids ist. 

Fur die Anziehungskomponenten erhalt man aus (15) : 



(15 a) X = ~ 



ds 







und analog Y und ^. 

Auch aus (15 a) kann man den Satz S. 182 ableiten. 
Fiihrt man namlich an Stelle von s eine neue Integrations- 
variable ein, indem man 



00 

Die zweiten Ableitungen von V sowie der Ausdruck 
fur A V sollen spater untersucht werden. 

Aus den fur das dreiachsige Ellipsoid abgeleiteten 
Form em (15), (15 a) ergeben sich leicht die entsprechenden 
Formeln fiir das verlangerte und das verkiirzte Rotations - 
ellipsoid. Man sieht dabei, daQ f wenn zwei der drei 
Achsen a , & , c einander gleich werden , die elliptischen 
Integrate sich anf elementare Transzendenten (Logarithm en, 
resp. zyklometrische Funktionen) reduzieren. Wir wollen 
an dieser Stelle nur darauf hinweisen und die Ausfiihrung 
der Rechnungen anf spater verschieben. wo wir die ent- 
sprecheri.de Aufgabe fiir aufiere Pnnkte zu behandeln 
haben werden. 

Kapitel 2. 

Die Anziehungskomponenten homogener Ellipsoide 
fiir auBere Punkte. 

Das Verfahren, das bei der Bestimnrang des Potentials 
fiir innere Punkte zum Ziele fiihrt, wiirde bei auBeren 
Pnnkten auf groBe Schwierigkeiten stoBen. Dieselben 
riihren daher, dafi, wenn man Polarkoordinaten einfiihrt, 
deren Anfangspnnkt der an- 
gezogene Punkt A ist, die- 
Grenzen der Integration nach 
-& und cp nicht mehr konstant 
sind. Denn denken wir uns 
wieder um A eine Rugel vom 
Eadius 1 beschrieben, so trifft 
nicht jeder Kugelradius auch 
das Ellipsoid. Die Integration 
nach $ und 99 ist deshalb nicht 
mehr iiber die ganze Kugel- 
flache zu erstrecken, sender n 
nur iiber den Teil, der aus der Kugelflache ausgeschnitten 
wird durch den von A an das Ellipsoid gelegten Tangen- 
tialkegel. Die Bestimmung der Integrationsgrenzen ge- 
staltet sich dadurch umstandlich und schwierig. Daher 




Fig. 29. 



ivietnoae von ivory erieaigen. 

a) Begriff der konfokalen Ellipsoide. Bestim- 
mung des zu einem gegebenen konfokalen Ellipso- 
ids, das durch einen gegebenen Punkt geht. 

Wenn zwei Ellipsen konfokal sind, d. h. dieselben 
Brennpunkte besitzen, so haben sie auch denselben Mittel- 
punkt, dieselben Achsenrichtungen und auBerdem dieselbe 
Differenz der Quadrate der Acbsen. 

Zwei Ellipsoide heiBen konfokal, wenn ihre Haupt- 
schnitte konfokale Ellipsen sind. Auch konfokale Ellipsoide 
miissen daher denselben Mittelpunkt und dieselben Achsen- 
richtungen besitzen; und sind ihre Gleichungen 



2 

m g | 'i 


u 2 ^2 rt2 f~% 


W a 2 + &' 
so muB 


c 2 a 2 & 2 c' 2 


sein, d. h. 
(la) 


a'-a = 6 / *-&-c / *-o* 



BaB zwei konfokale Ellipsoide keinen Punkt gemeinsam 
haben konnen, ergibt sich so. Die Koordinaten f, 97, 
des gemeinsamen Punktes miiBten beiden Gleichungen (1), 
daher aueh der daraus durch Subtraktion entstehenden 
Gleichung 

1 \ 

- . . I ,-. 1 

a'*) ' 
gentigen. Diese kann man wegen (la) so schreiben: 



und man sieht, daB, da a' 2 a 2 ^ ist, sie nur durch 
= 0, ?? = 0, = befriedigt wird. f = , ?; = 5 = 
aber geniigen keiner der beiden Gleichungen (1). 

Wir wenden uns nun der Aufgabe zu, ein zu dem 
Ellipsoid _ 



konfokales zu bestimmen, das durch einen gegebenen 
Punkt x, y, z geht. Sind a', b', c' die Aehsen des ge- 
suchten Ellipsoids und setzt man 

(Ib) ' a ' 2 = a 2 -\-o, 

so wird wegen (la) 



und da der Punkt x , y , z auf dem Ellipsoid mit den 
Achsen a', 1)', c' liegen soil, so haben wir zur Bestimmung 
von a die Gleichung 

(2} ' - + -^ 4- ^ =1 

v } a? + o ^ & 2 4- o ^ o 2 -f o 

Das 1st erne Gleichung dritten Grades fur o . Urn die 

Lage ihrer Wurzeln zu ermitteln, untersuchen wir die 
Funktion 

a/ 2 it 2 z z 

(3) f(X) = -^-qjy 4- ^yq: T + -^^ - 1 

und nehmen dabei a > & > c an. 

Eiir A = + oo ist f(A) = 1 . Liegt f erner der Punkt 
x, y, 2 aufierhalb des gegebenen Ellipsoids, so ist 



daher wird /'(A) > f iir A = . /'(A) wechselt also zwischen 
A co und A = mindestens einmal das Vorzeichen, und 
da /'(A) fur keinen positiTen Wert von A unendlich wird, 
kann der Zeichenwechsel nur dadurch zustande kommen, 
dafi /'(A) = wird; d. h. mindestens eine Wurzel der 
Gleichung (2) liegt zwischen und oo. 

Wir betrachten ferner den Wert A = c 2 + e wo e 
eine sehr kleine positive GroJBe bezeichnet. Fur ihn wird 

fn\ = 
' W 



2 - * 



& 2 c 2 + e 



Fur sehr kleine e wird sehr groB ; es iiberwiegt iiber die 

e 

"iibrigen Summanden, und daher wird /'(A) > . Ebenso 
erkennt man, daB fiir A == c 2 e 7 , wo e' wieder eine 



meine positive woue isi>, / (A; negativ 
Zeielienwechsel 1st bier dadurch entstanden, dafi fur 
A = ~c 2 /"'(/I) = oo wird. Betrachten wir noch ebenso die 
Werte 1 = & 2 + ^ , A = - & 2 - ei , A = a 3 + 2 , 
2, = a, 2 5, so erhalten wir fur die zugehorigen Vor- 
zeichen von /"(/I) folgende Tabelle: 

oo c 2 + 



Die Tabelle zeigt, dafi, wenn A alle Werte YOH +00 
bis ~oo durchlauft, /"(/I) sechs Zeiohenwechsel erleidet. 
Yon diesen riihren drei davon her, daB f(X) fiir die 
Werte ~c 2 , & 2 , a? von 1 durch Unendlich geht. Die 
iibrigen Zeichenweclisel, die in den Intervallen oo...O, 
c 2 . . . & 2 , & 2 . . . a 2 liegen, konnen, da sich f(l] in 
diesen Intervallen kontintiierlieb. andert, nnr dadurch ent- 
stehen, dafi f(K) = wird. Ferner kann es in jedem der 
genannten Intervalle nur einen Wert von /L geben, fiir den 
f(ty = wird; denn f(l] ist ein Bruch, dessen Zalaler und. 
Nenner vom dritten Grade in A sind, und eine Funktion 
dritten Grades kann nicht fiir rnehr als drei Werte des 
Arguments verscnwinden. Die Werte von A , fur die f(ty 
verschwindet, sind zugleich Wurzeln der Gleichung (2). 
Diese Gleichung hat daher drei reelle Wurzeln, eine 
positive und zwei negative. Doch nur fur eine von 
diesen Wurzeln, die positive, ist die zu bestimmende 
Flache ein Ellipsoid. Denn fur die zweite Wurzel, die 
zwischen c 2 und & 2 liegt, wird c 2 + a negativ, wahrend 
& 2 4- o und a' 2 + a positiv sind. Die Flache 

? 1 1* i J?^^. 
' ^ 



ist daher ein einschaliges . Hyperboloid. Fiir die zweite 
negative Wurzel, die zwischen a 2 und & 2 liegt, ist sie 
ein zweischaliges Hyperboloid, und nur fiir die positive 
Wurzel von (2) ist die Flache ein Ellipsoid. Wir haben 
daher das Eesultat: 

Durch einen Punkt oo , y , z aufierhalb eines ge- 
gebenen Ellipsoids kann man stets ein und nur ein 



zu diesem konfokales Ellipsoid legen; seine Achsen 

sind ]/a 2 + o , V& 2 + o , ]/c 2 + a, und ist die po- 
sitive Wurzel der Gleichung (2). 

Zusatz. Liegt der Punkt oo , y , z nicht auBerhalb, 
sondern innerhalb des gegebenen Ellipsoids mit den 
Achsen a , "b , c , so hat die Gleichung (2) drei reelle 
negative Wurzeln, die in den Intervallen 0... e 2 ; 
c 2 . . . & 2 ; & 2 ... a 2 liegen. JsTur der ersten Wurzel 
entspricht ein Ellipsoid. 

b) Korrespondierende Punkte konfolraler El- 
lipsoide. Ivorys ge ! bmetrischer Satz. 

Korrespondierend nennt man zwei Punkte auf den 
Oberflachen zweier konfokalen Ellipsoide dann, wenn ihre 
Koordinaten sich wie die entsprechendeu Achsen ver- 
halten. Ist also , 77 , C ein Punkt des Ellipsoids mit 
den Achsen a, &, c, |% vj f , '(,' der korrespondierende 
Punkt des konfokalen Ellipsoids mit den Achsen a', &', e', 
so ist , ,./ f .. ,., 



Piir ,den Fall, daJB die konfokalen Ellipsoide in kon- 
zentrische Kugeln iibergehen, liegen je zwei korrespon- 
dierende Punkte mit dem Kugelmittelpunkt in gerader 
Linie. In diesem Spezialfall gilt nun folgender, durch 
einfache elementar-geometrische Betrachtungen zu be- 
weisender Satz : Mmmt 
man auf jeder von zwei 
konzentrischen Kugeln je 
eineu Punkt beliebig an,' 
so ist ihr Abstand gleich 
dem Abstand der korre- 
spondierenden Punkte. 

Ein analoger Satz gilt, 
wie Ivory gezeigt hat, 
auch fur konfokale Ellip- 
soide. Es sei P (,?, ) Fig. so. 

ein beliebiger Punkt des 

Ellipsoids mit den Achsen a, &, c, A(nc , y, z) ein be- 
liebiger Punkt des konfokalen Ellipsoids mit den Achsen 
a,', &', <?', ferner sei P'(f , 77', CO der korrespondierende 




192 m. Poten 

Fonkt ZH P an 
dierende Punki 



Beweis: 



(5) 



Zwischen f , 97 , 
wahrend fiir a? 

(4a) ^- = 



Kap. 2. Die 

Satz. ] 
die auf den 
liegen, ist 
dierenden " 

c) Ivorysc 
fokaler Ellips< 

Die X - Kc 
homogenes Elliji 
auBeren Punkt 
Grundformeln : 



(7) 



stimmen auf diesem die korrespondierenden Punkte P(, P 
zu P x , P 2 , ebenso zu A den korrespondierenden Punkt A r 

auf dem gegebenen Ellip- 
soid. Dann ist: 




A'T>r 

-a. .r 2 , 

und die Punkte P(, P 
liegen ebenso wie die 
Punkte Pj, P 2 auf einer 
Parallelen zur Achse | .- 
Wie nun AP t und .4.P 2 
Pig. si. rait g t und @ 2 bezeichnet 

waren, so mogen A'P 
und A'Pz mit @{ und Q^ bezeichuet werden. Wir haben danu 

(8) QI = Q\ und Q% = Q% , 

und Q( und Q% sind die Abstande des Punktes A' von den 
Punkten P^, P des konfokalen Ellipsoids, in denen dieses 
von einer durch den Punkt 77', ' der >7C-Ebene zu ^ 
gelegten Parallelen getroffen wird, falls ?', x die korre- 
spondierenden Werte von 77 , sind. 

In (7 a) war die Integration nach 77 und iiber den 
Hauptschnitt 77 des gegebenen Ellipsoids zu erstrecken. 
Fuhren wir an Stelle von 77, -die Veranderlichen 77', ' 
mittels der Gleichungen 

(8a) ,_,-,' c-4-r, 



ein, so ist die Integration nach 77% ' iiber den Haupt- 
schnitt T/ ' des konfokalen Ellipsoids zu erstrecken, und 
(7 a) geht iiber in: 

_ _!_ 

r ~S 
Nun hat in (9) der Ausdruck 



dieselbe Form wie die rechte Seite von (7 a), nur daB an 
Stelle des Ellipsoids a , & , c das konfokale Ellipsoid a', &', o f 
auftritt und an Stelle des angezogenen Punktes A der 
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?unkt A' . Der Ausdruck (10) ist also, da Gleiehung (7 a) 
uuch fiir innere Punkte gilt, die Jf -Komponente der An- 
iiehung, welche das Ellipsoid a', &', c' auf den Punkt 
;', y'j %' ausiibt. Bezeichnen wir diesen Ausdruck mit X f , 
o geht (9) uber in 



n\ 
11) 



6V 



oder 



be 



Die Gleichung (11) enthalt den Ivoryschen Satz, der 
ich, da analoge Gleichungen auch fur die Y- und Z-Kom- 
>onenten gelten, folgendermaBen in Worte fassen Ia8t: 

Ivoryscher Satz. Die parallel einer und der- 
selben Hauptachse genommenen Komponenten der 
Anziehung, die einerseits ein homogenes Ellipsoid 
auf einen beliebigen Punkt der Oberflache eines 
konfokalen, und die andererseits dieses konfokale 
Ellipsoid bei gleicher Dichtigkeit auf den korre- 
spondierenden Punkt der Oberflache des ersten El- 
lipsoids ausiibt, . verhalten sich wie die Produkte der 
zu der Komponentenrichtuug senkrechten Haupt- 
achsen beider Ellipsoide. 

d) Anziehungskomponenten des homogenen 
Ullipsoids fiir auBere Punkte. 

Durch das Ivorysche Theorem ist die Anziehung, die 
sin Ellipsoid auf einen auBeren Punkt ausiibt, zuruckgefiihrt 
raf die Anziehung eines andern Ellipsoids auf einen innern 
3 unkt. Der in (11) auftretende Ausdruek X' ist nach 
3-leichung (15 a), S. 186: 



ind hierin ist 



;u setzen, wo a die positive Wurzel der Gleichung (2), S. 189, 
st; denn das zu dem gegebenen konfokale Ellipsoid mit den 
i.chsen a', &', c' geht durch den Punkt A (as, y,s). Ferner 
st nach (4 a): 

a' x' = a as . 



Mi thin folgt aus (11): 

oo 

r 

(lla) X= 

V ' 



o 

Hier fiinre man an Stelle von s f eine neue Integratic 
variable ein: 

s' + o s , 
so wird 

, 

/' ds 

(12) X = ^n'' 



(a 2 + s) ]/(a 2 + s) (& 2 + s) (c 2 + s) 

a 

und analog werden 

oo 

/* <?s 

Y = Znlcabcy 

(12 a) 

dls 



Z = 



DieAnzieliungskomponentenfurauBerePnnkteiinterschei 
sich. somit von denen fiir innere Punkte [(15 a), S. 1 
nur dadurch, daB die untere Grenze der auftretenden el 
tischen Integrale niolit mehr = ist, sondern = o , w 
die positive Wurzel der Gleichung (2) ist. 

Kapitel 3. 
Das Potential homogener Ellipsoide fiir aufiere Punt 

a) Ermittelung des Ausdrucks fiir das Pot 
tial. 

Tim das Potential zu bestimmen, d. h. eine Funktioi 
deren partielle Ableitungen nach. x , y , z die Werte X , I 
annehmen, vergleichen wir die Form der Anziehungski 
ponenten fiir innere und auBere Punkte. Fiir innere Pur 
war nach (10), S. 180: 

2Vx ^---2V^ ~ V ~ 2V 

" ' i <" ? -i " ' 2 if ? i " ' ! 



i 
ox 



') ( wo C eine Konstante bezeiclmet. 

Fur auJBere- Punkte tritt folgender Unterschied ein. 

Die in (12) und (12 a), S. 196, auftretenden Integrale sind 

transzendente Funktionen von o , also auch, da a durcli 

Gleichung (2), S. 189, bestimmt wird, transzendente Funk- 

^ tionen von x , y , z . ' Bezeichnen wir die mit nlcabc multi- 

plizierfcen Integrale daher mit f[ (so , y , at) , f z (so , y , z) , 

so wird: 



(1) 



8V 



dV 



Um liieraus die Form von V zu ermitteln, betrachten wir 
zunachst den speziellen Fall y 0, 3 = 0. Dann wird: 



. 37 

dx 

dalier 

Y = - 



6V_ 
dy 



0, 



dV 



= 0, 



d. n. einfach : bei teilweiser Integration ist statt der In- 
tegrationskonstante eine_ zu bestimmende Funktion von a? 
hinzuzufugen. Analoge Uoerlegungen, anf die allgemeinen 
Gleichungen (1) angewandt, iinren zu dem Ansatze: 



(2) 



V = 



Damit aus (2) die Oleichungen (1) folgen, mu6 
(3) 



^ 

5 a? 



dx 
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dF dip 

sein, wozu noch zwei analoge Gleichungen fur -r und -~ 

oy d& 

kommen. Nun sind /i,/s,/3 die (mit n lea be multipli- 
zierten) Integrale, die in (12) und (12a), S. 196, auftreten. 
Diese nangen direkt nur von a ab, von a?, y , z nur insofern, 
als o von so, y, z abhangt. Es ist daher: 



_ 

007 do ox 

Ferner ist: 

oo 

ds 



fi(x,y , z) = n'ka'bc 



(a 2 + )y(a s + )( 

<T 

daher 

y ,'z) _ nlca~bc 



a (a 2 -f a)y(a 2 + a)(& 2 + 0)(c 2 + 

Ahnliche Ausdriicke erhalt man fur - 2 ^ ^ ' z ' und 

' (a? z) ' 

5 und somit geht die Gleichung (3) in folgende 



do 
iiber : 



dx 
(4) 



(a 2 + a) (b 2 + o) (c 3 + a) L* 2 + o 

und da o der Gleichung (2), S. 189, genugt, ist die in der 
Klammer stehende Summe = 1 , d. h. es ist: 

nkal) c do 



Ebenso wird: 

y,z) nkabc . do 



(4b) 



(a* + o) Q>* + a) (c* + a) 

Jtlcabc 
(a 2 + o) (& 2 + a) (c^+oj 
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Aus (4 a) und (4b) folgt sofort: 

do 



199 



0, 



0. 



Zur Bestimmung der Konstante C ist zu beachten, daB, 
wenn der angezogene Punkt ins Unendliche riickt, V ver- 
schwinden muB, die rechte Seite von Gleichung (2), S. 197, 
muB dann also ebenfalls = werden. Nun ist: 



ein Resultat, daB wir so schreiben: 

(5) F(sc,y,z) = 



(6) 



4- 



ds 



Eiickt der angez'ogene Punkt ins Unendliche, so werden 
die drei Achsen des durch ihn gelegten, zu dem gegebenen 
konfokalen Ellipsoids unendlich grofi, also a = oo . In dem 
letzten Integral wird die untere Grenze der oberen gleich, 
also wird das Integral = , d. h. 



wird = . Damit F yerschwindet, ist also noch notig, 
dafi fur a = oo F(cc, y, z) = wird. Das gibt nach (5) die 
Bedingung: 

n 7 7^ /' ds 

== ?t lea be 
und somit wird: 



' , y , z] n Ic a & c 



oder: 

(7) F (so, y , z) = abate 



4- 



J 
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Mittels der Gleichungen (6) und (7) geht der Ausdruck (2) 
von V in folgenden iiber: 



V = n 



Das Potential des homogenen Ellipsoids fiir aufiere Punkte 
unterscheidet sich daher von dem fiir innere Punkte ledig- 
licli durcn die nntere Integrationsgrenze. 

b) Verifikation der Besultate mittels der Di- 
richletschen charakteristischen Bigenschaften. : : 

Unabhangig von der bisherigen Ableitung der Eesuir 
tate wollen wir zeigen, dafi : dieselben den Dirichletschen 
charakteristischen Bedingungen geniigen und damit einen 
zweiten Beweis fur dieselben fuhren. 

Wir betraehten eine Funktion V t , die fiir Punkte oo,y,z 
innerhalb des Ellipsoids mit den Achsen a, 6, c den 
Wert hat: 



i-n a c 



. o 

(k konstant), wahrend fiir Punkte x , y , z auBerhalb j 
Ellipsoids 

<n) T.~ - ' " is 



ist, wo a die positive Wurzel der Gleichung 

<v,2 /j/2 gS 

m-^ ^ i y i z 1 . 

IXAI ~z ; r TO i T o i - 1 - ; 

v d 2 + a & 2 + a c 2 + a 

bezeichnet. Es ist zu zeigen, daB die Ausdriicke (I) und (II) 
die charakteristischen Eigenschaften des Potentials jenes 
homogenen Ellipsoids besitzen. 

Zunachst ist zu zeigen, daB V a und V t stets endliche 
Werte besitzen. Zu dem Zwecke betraehten wir das In- 
tegral : a 

r ds 
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wo a> eine groBe Zahl bezeichnet. Ist a> &> c, so ist: 

(9) ^_^_^= < - 

daher : 

^L- rt 2 



Daraus erkennt man, daB, wenn die obere Grenze co = co 
wird, das Integral J doch einen endlichen Wert behalt; 
und dieselbe Betrachtung laBt sich auf die iibrigen in (I) 
auftretenden Integrale anwenden. Kehmen wir in J zur 
unteren Grenze a statt , so wird : 




J hat also ebenfalls fiir co = oo einen ehdlichen Wert, und 
ebenso die iibrigen Integrale in (II). Da ferner die zu 
integrierenden Funktionen innerhalb der Grenzen stets-end- 
lich sind, so sind auch Vi und V a fiir beliebige endliche 
Werte von no , y , z stets endlich. 

DaB sich weiter PJ und V a mit a?, y, 2 kontinuierlich 
andern, folgt fiir T^ daraus, daB es eine ganze Funktion 
zweiten Grades von x,y , 2 ist. Fiir V a beachte man, daB 
eine unendlich kleine Anderung von so , y , z auch eine un- 
endlich kleine Anderung der positiven Wurzel a der Glei- 
chung (II a) zur Folge hat. Bei einer unendlich kleinen 
Anderung von x , y , z erfahrt daher sowohl die zu in- 
tegrierende Funktion, als die untere Grenze des Integrals 
in (II) eine unendlich kleine Anderung, damit auch das 
Integral selbst, also ist auch V a eine kontinuierliche Funk- 
tion von a?, y , z. 

Eiickt der angezogene Punkt * , y , # von auBen an 
die Bllipsoidoberflache, so wird: 

/v.2 ^/2 *2 

4- -L. J_ Jl_ 1 
a * + &3 + 2 ~ L I 

mithin wird die positive Wurzel der Gleichung (II a) in 
diesem Falle o = . Die Werte von T^ schliefien sich daher 
an der Ellipsoidoberflache kontinuierlich an die von T^ an. 
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Die Ausdriicke fur T und V a zusammen stellen also eine 
im ganzen Eaume endliche und kontinuierliche Funktion 
von x , y , z dar. 

Um das Verhalten von V a im Unendlichen zu unter- 
suchen, beachten wir, daB in (II) der Faktor 



1 



C 2 + 



fur die untere Grenze s = o verschwindet, fur die obere 
Grenze s = oo den Wert 1 und fiir jedes innerhalb der 
Grenzen gelegene s einen Wert zwischen und 1 hat. 
Setzen wir fiir diesen Faktor 1 , so wird die zu integrierende 
Funktion zu grofi, und es wird: 



V a < n Tcabc 



ds 



! (a z + s) (& 2 + s) 

n 

nach (9) daner fiir a > & > c erst recht 

oo 

ds 



*) 



V a < nTcabc 




a. h.: 

und 

(9 a) 



Ferner ist wegen der Gleichung (II a): 
x 



mithin: 
(9b) 



< 1 , hochstens = 1 , 



osV a 



Die Ungleichung (9 a) gilt fur jede Lage des angezogeuen 
Punktes, wie weit sich derselbe auch von dem anziehenden 
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Ellipsoid entferne. Biickt der angezogene Punkt ins Tin- 
endliche, so wird wegen (II a) auch o = <x> und 

lim \scV a \ < 2 n kale , 



d. h. auch wenn der angezogene Punkt ins Unendliche 
riickt, bleibt der absolute Wert von a? V a endlich'. 

Untersuchen wir nun die Ableitungen von V a und V t . 
Es wird: 



ds 



s) 



s) (c 2 -f 



also wegen (II a): 

(10) e ^L^ 

^ ' das (a 

wahrend 

oo 

(lOa) -=-- = 2n~ka~bcx\ 






1st. Genau wie bei V a und F^ selbst folgt aus diesen Aus- 
drucken, dafi sie iiberall endlich und kontinuierlich sind, 
daB sicn auch beim Durchgang durch die Ellipsoidober- 



flache die Werte von 



dV 



und 



kontinuierlich an- 



-7 - 

oos ose 

einander anschliefien. Aus (10) folgt ferner, falls wieder 
a > & > c ist : 



8x 



< 2 n Jc a & c 




d. h.: 



x- 



dx 



4 
I 77 



leal c 




< 1 , weiter : 



i < n'ka'bc 

dx \ 3 



Aus (11) sieht man, daJ3, wenn der angezogene Punkt ii 
Unendliche riickt, also a = <x> wird, der absolute We: 



von 



-s 
doc 



endlich bleibt. 



Wir wenden uns minmelir den zweiten Ableitunge 
von V zu. Zuvor bemerken "wir, daJB durch Differentiatio 
von (II a) folgt: 



(12) 



2 a? 



y 



a 2 + a L( 2 + a) 2 ^ (& 2 + a) 2 ^ (c 2 + a) 2 . 
Daher wird 

00 

r * ds 







(13) , 



Goo 2 



j (a 2 + s) f(a 2 + s) (6 2 + s)"(c 2 +" 
2 TI & a & c a? -7T- 



(a 2 



4 JT ft a & c 



(a> + a)* 



_ _i 

\3 1 /7, 9 I 



. (a 2 + a) 2 (& 2 + a) 2 (c 2 + (?) 
. wakrend 



(a 2 + s) ]/T 2 +") (& 2 + ) (c 2 + - 
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wird. Die Ausdriicke (13) und (13 a) zeigen, daB zwar 

d a V- 
im ganzen AuJSenraum, -y- 3 - im ganzen Innenraum 



endlicli und kontinuierlich sind, daB aber an der Bllip- 



soidoberflache. wo a = 1st. . , und . * im all- 
ots 2 doc 2 

gemeinen verschiedene Werte annehmen, daJB sicli also 
die zweiten Ableitungen unserer Ausdriicke beim Duron- 
gang durch die Bllipsoidoberflaehe diskontinuierlicb andern. 

Bilden wir ebenso die Ausdriicke fiir 



-. -. , .- . so erhalten wir durch Addition : 

) a C0 2 

CO 

f ds ( 1 1 1 ) 
AV a = 2jr7cft&c/ - ; 1 1 > 

\~ O / \ 1 I i / 



"I /ro I \o n" 



i _---._-__ ^,. i-/ \- ~*y \"i / 



1 /-T 91 \ e> \ 



AVi ^7CKG/OCj r-rr^ r~r-^ r 9 i ~~T~TL9~, I i 



a)* 



S C* 

I \" I -/ \- I -/ V I "/ - 



und der Faktor von 4 n "k a & c im zweiten Summanden 
von zIT^ reduziert sich auf Die 

in (14) auftretenden Integrale lassen sica ausfunren. Bs 
1st namlicn 




= + 
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daher 
._ 

A T/ - ... _ . __ N 



Anlcaoc 




abc 



V a geniigt also der Laplaceschen, J^ der Poisson 
Gleichung. 

Somit stellen die Ausdriicke (T) und (II) firr ^ 
V a das Potential eines homogenen Ellipsoids voi 
Dichtigkeit He dar. 

Zusatz 1. Mittels der in diesem Abschnitt 
nntzten Methode laJJt sicli anch die Eichtigkeit d( 
genden Eesultate zeigen, die das Potential des Elli; 
bei gewisser niclit homogener Massenverteilung beti 
Zur Abkiirzung werde gesetzt 



(15) 



1 -- 



= tf 



und es sei wiederum o die positive Wurzel der 
chung 8 = 0.. Dann stellen die Ausdrucke 



(16) 



~ 



ebenfalls das Potential des Ellipsoids fur innere, 
aufiere Punkte dar, falls F einen der folgenden Wert< 

^ 77, * , Py v* 



, _ 

+ 8 C 2 + 8 ? 



(& 2 + 8) (C 2 + 



yxy 



d) 



(a 2 4- *) (& 2 + 5) (c 2 4- 
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wo <p eine Funktion bezeicbnet, die fiir alle Werte des 
i Argumentes 8 zwiscben und 1, die Grenzen ein- 
geschlossen, endlich ist; und zwar ist die Dicbtigkeit: 



1JLU. JL' diHV OH) 

im Falle b) 

im Falle c) 
im Falle d) 


' .a 2 ' V ' c 2 ' 


/C ~ & 2 c 2 ' 2 c 2 ! a 2 ft 2 ' 


L^+'fli9W, 



wobei $ den Ausdruck bezeicbnet, in den S fur s = 
und x = , y = r) , z == C iibergebt, d. b. 









Zusatz 2. Nocb zwei andere Besultate seien bier 
kurz erwabnt. 

a) Diricblet bat, allerdings nacb einer wesentlicb 
anderen Metbode, als sie bier benutzt ist, die Kompo- 
nenten der Anziebung berecbnet, welcbe ein bomogenes 
Ellipsoid auf innere oder aufiere Punkte nacb dem Ge- 

setze ausiibt. Das Besultat ist: 




und zwar ist fiir innere Punkte , fiir aufiere a als 
untere Grenze des Integrals zu nebmen; F bezeicbnet, wie 
iiblicb, das Eulerscbe Integral. 

j5) Nacb derselben Metbode wie in Kap. 1 kann man 
die Komponenten der Anziebung berecbnen, welcbe eine 
homogene Ellipse auf einen Punkt ibrer Ebene nacb dem 

Gesetze ausiibt (logaritbmiscbes Potential). Die Kom- 
Q 
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ponenten baben, wenn a , 6 die Ellipsenacbsen bezeic' 
die Werte: : 



Ferner gilt aucb bier der Ivoryscbe Satz (vgl. S. 
und mittels desselben ergebeu sich wie in Kap. ' 
Komponenten der Anziebung, welcbe die Ellipse 
auBere Punkte ausubt. 

c) Potential und Anziehungskomponenter 
Eotationsellipsoide. 

Schon oben (S. 187) ist bemerkt, daiB sicb die i 
seren Besultaten auftretenden elliptiscnen Integrale fii 
Fall der Eotationsellipsoide auf elementare Transzend 
reduzieren. Wir wollen nun die Formeln fiir dies 
sonderen Falle ableiten. 

<%) Um die Formel fiir das verkurzte (abgepla 
Eotationsellipsoid zu ernalten, setzen wir 

(17) a = 6 > c . 

Dann geht der Ausdruck (II), S. 200 in folgenden 

(18) V. = n 




Was die Gleicnung (II a) fur a betrifft, so siebt man, 
man zuerst die Nenner fortscbafft und dann & = a 
daft eine der drei Wurzeln dieser Gleicbung a = a 2 
Fiir die beiden anderen Wurzeln folgt aus (II a) die 
dratiscne Gleicbung 



(19) 



und da fur auBere Punkte so , y , z der Faktor vor 
negatrv ist, so ist eine der Wurzeln von (19) positr 
andere negatrv; und zwar bat die positive Wurze 
Wert 



(19 a) 



tt" 



. 
Setzen wir ferner 



== ^0 ? 




falls man r/ so differentiiert, als ob o yon a und c un- 
abhangig ware. Zur Brmittelung des Integrals <7 fuhre 
man die neue Integrationsveranderliche 



ein. Dann wird 



u = 



und weiter, da a 2 c 2 > ist, 

j.- 2 r 



oder 

(20b) 



-and zwar ist der Bogen zwischen und -J-it zu aehmen. 
Berechnot man Meraus. mittels (20 a) ^ und J 2 , so ergibt 
sich fur das Potential des abgeplatteten Eotationsellipsoids 
in bezug auf aufiere Punkte folgender Wert: 

Wangerin, Theorie des Potentials I. 




(21) 



3 )' 




a 

arctg -4 
\ 



arctg 



und urn das Potential T* fur innere Punkte zu erhal 
hat man in (21) nur a = zu setzen. Die hieraus di 
Differentiation nach #, y , # sich ergebenden Ausdri 
fiir die Anziehungskomponenten werden fur innere Pui 
sehr einfach, da 1^'eine Funktion zweiter Ordnung 
a?, y , z ist. Fiir auBere Punkte werden die Anziehu 
komponenten nicht so einfach, da a von x , y , z abhj 
[Gleichung (19)]. 

/5) Anziehung des abgeplatteten Eotationsel! 
soids auf den Pol. 

Wir erhalten diese, indem wir in (21) = set 

'8V 
dann -r bilden und darin z = c nehmen. So ergibt 



(22) 



4 n fc a 2 c 2 



arctg- 



Setzen wir zur Abkurzung 



(23) 



und abstrahieren von dem Vorzeichen, das ja nur 
JRichtung der Kraft bestimmt, so haben wir 



(22 a) 



- 

C A* 



Wir wollen diese Kraft vergleichen mit derjenigen, we] 
eine homogene Kugel von gleichem Voliimen und glei( 
Dichtigkeit auf einen Punkt ihrer Oberflache ausiibt. 
Ist R der Uadiiis der Kugel, -so ist 
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daher wegen (23) 



o = + 
und . , 

(22b) \Z\ = 4rc7cE (1 "^ [A - arctgA] . 

Andererseits ist die Kraft K , mit der eine homogene Kugel 
einen Punkt ihrer Oberflacne anzieht, 

,~~ v -rr 4 

(22 o) IT-g- 

da die Anziehung der Kugel dieselbe ist, wie die einer 
gleiclien, im Mittelpunkt konzentrierten Masse. Ferner 
geht f ur I = das Rotationsellipsoid in die Kugel iiber. 
Fur A = muB also aus (22 b) der Ausdruck (22 c) folgen. 
Das ist in der Tat der Fall, da 

[; arctgA] 

fur 1 den Wert -|- annimmt. 

Die Formel (22 b) zeigt, wie sich die Anziehung, welche 
ein homogenes abgeplattetes EiOtationsellipsoid auf den Pol 
ausiibt, andert, wenn man bei festgehaltenem Volumen und 
konstanter Dichtigkeit die Abplattung andert. Letztere ist 

a c __ 1 




Bs bandelt sich also, da lc und R konstant bleiben, urn 
die Anderung von' | Z mit wachsendem I . Nun gibt die 
Differentiation von (22 b) 

9 



Entwickelt man den Faktor 

(24.) #-* , 

nach steigenden Potenzen von A , was fur JJ. < 1 sicher 
zulassig ist, so wird das erste Glied der Entwickelung 



27 

14 



! ,' 
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Daraus folgt, daB die reclite Seite von (24) fur sehr kle 
Werte von I positiv 1st, dafi also \Z\ mit wachsenden 
wachst. Fur Werte von I , die grofier als 1 sind, 1st < 
Ausdruck (24 a) negativ, daher nimmt fiir diese \Z\ i 
wachsendem A ab. \Z\ wird ein Maximum, wenn < 
Ausdruck (24 a) verschwindet. Es findet das in der NJ 
von .A = 1 statt, da fiir A = 1 der Ausdruck (24 a) ( 
Wert 0,0003 hat. Der genauere Wert von A , fiir c 
(24 a) verschwindet, ist 

A = 0,96454 . 

DaB \Z\ mit wachsendem A zunachst zunimmt, 
spater ein Maximum zu erreichen, ist ein immerhin 
merkenswertes Eesultat. 

7) Potential der verlangerten Eotationsellj 
soide. 

Setzen wir in dem Ausdruck (II), S. 200 



(25) 

so wird derselbe 



o , a>c, 
ds 



(26) V.-**a*[ *=(!-- 

J (c 2 + s)ya 2 -f-5 I a 



Von den drei Wurzeln der Gleichung (II a) fur a wird t 
die eine = c 2 , wahrend die positive Wurzel je 
Gleichung ist: 



(27) 



Das erste in (26) auftretende Integral 

oo 

ds 



(28) 



TV 

t/0 



geht durch die Substitution 

/a 2 + s = w 
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/a 2 " 



_ 

1 1 / 

\u~ya 2 - 




iber, und die Ausfiihrung der Integration gibt 




Oie iibrigen in (-26) auftretenden Integrale erhalt man, 
ndem man 2 JQ nacn a 2 , resp. JQ nach c 2 so dil'fereiitiiert, 
tls ware o von a 2 und c 2 unabhangig. Fuhrt man diese 
Differentiation aus, so ergibt sicn: 




luch aus diesem, fiir aufiere Punkte geltenden Ausdruck 
jrhalt man das Potential fiir innere Punkte, V t) inclem 
nan a = setzt. 

Zusatz. Fur die Anziehung, die das verlangerte El- 
ipsoid auf den Pol (a? = a) ausiibt, ergibt sich aus (29) 
darin a = gesetzt) 



NQ 



& I (fa 1 * 

a 



die Exzentrizitat bezeichnet. 1st wiederum E der Eai 
einer Kugel von gleichem Volumen mit dem Botatii 
ellipsoid, so wird 

/-4 CV 



ein Ausdruck, der fiir e = in 

iibergeht, im iibrigen mit wachsendem e bestandig abnim 

Kapitel 4. 
Verschiedene Folgerungen. 

a) Folgerungen aus dem erweiterten Ivoryscl 
Sat-z. 

Der Ivorysche Satz gilt, wie zuerst'Poisson bernc 
hat, nicht nur fiir das Newtonsche Anziehungsges 
sondern auch wenn die Anziehung einer beliebigen Fu 
tion f(o) der Entfernung proportional erfolgt, vorausges< 
nur, daB die zwischen zwei Massenpunkten wirkende K 
die Eichtung ihrer Verbindungslinie hat. Fiir ein sole 
Anziehungsgesetz wird die X- Komponente der Anzieh 
des homogenen Ellipsoids 



wobei die Integration uber das Volumen des Ellips< 
zu erstrecken 1st. Setzt man 



so wird 



wo Q i und Q S dieselbe Bedeutung haben wie S. 193, i 
wo die Integration iiber den Hauptschnitt 77 des Ei 
soids zu erstrecken ist. 

Wendet man auf das letzte Doppelintegral diesc 
Umformung an, die S. 194 fiir das Integral (7 a) beni 
war, so erkennt man, daB auch fur das AnziehungsgeJ 
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A 



f(g) der Ivory sche Satz gilt. Der Satz bleibt auch gultig, 
wenn die konfokalen Ellipsoide in konzentrische Kugeln 
iibergehen ; korrespondierende Punkte 
sind dann solche, die auf demselben 
Eadius liegen. Vergleichen wir daher 
die Anziehung, welche eine Kugel 
vom Eadius r t auf einen auBeren 
Punkt A ausubt, mit der Anziehung, 
die eine durch A gelegte konzentri- 
sche Kugel (ihr Eadius sei r 2 ] auf 
denjenigen Punkt AI ausubt, in dem 
der nach A gezogene Eadius die 
Kugel TI schneidet, nennen JT^JL), 
Y^-A), ZI(A} die Komponenten der ersten, 
Z<t (A ) die der zweiten Kraft und setzen voraus, dafi beide 
Kugeln homogen mit Masse von gleicher Dichtigkeit gefiillt 
sind, so wird nach dem Ivoryschen Satze , 




Fig. 32. 



(1) 



r? 



Daraus folgt, daB die anziehenden Krafte gleiche Eichtung 
haben und sich ebenfalls wie r\ : r\ verhalten; d. h. 



(la) 



und das gilt fur jedes beliebige Anziehungsgesetz. Nun 
setzt sich die Kraft K% (A-j) , mit der der Punkt A t von 
der Kugel r angezogen wird, aus zwei Kxaften zusammen, 
namlich aus der Kraft K^(A^) , mit der die Kugel r t auf A t 
wirkt, und der Anziehung K^A^) t welche die von den 
Kugeln i\ und r 2 begrenzte Schale auf A^ ausubt; es wird 
somit: 2 

Fragen wir nun nach demjenigen Anziehungsgesetz, 
bei dem eine homogene Kugelschale auf einen Punkt des 
inneren Hohlraums gar keine Wirkung ausubt, so 1st 
E'^Aj) = , und (Ib) gibt 



(2) 
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Andern wir r 2 , wahrend r a konstant bleibt, so bleibt 
K i (A 1 ) konstant. Somit folgt: 

(2a) K,(A) = ~ , 

wo G eine Konstante bezeichnet, d. h. die Anziehung 
eine Vollkugel auf einen auBeren Punkt ausubt, ist 
gekehrt proportional dem Quadrate des Absfcarids de; 
gezogenen Punktes vom Mittelpunkt. Gilt das abei 
jede Kugel, so bleibt es auch riQhtig, wenn der Ea 
immer kleiner werdend, sich scblieBlicn auf Null : 
ziert. Dann aber stellt (2 a) das Newtonsche G 
dar. Dieses ist also das einzige, bei dem eine honi( 
Kugelschale auf einen Punkt des inneren hohlen Ea 
keine Wirkung ausubt. 

Dieser Beweis des friiher (s. S. 123 126) sehon 
anderem Wege abgeleiteten Eesultates zeichnet sich 
durch seine Einiachheit aus; indessen enthalt er imp 
die Annabme, daB die Anziehung, welche eine home 
Kugel auf einen Punkt ihrer Oberflache ausubt, en 
ist. Der Beweis gilt daher nur unter der Vorausset: 
daB f(o) nicht der dritten oder einer hoheren Potenz 
Q umgekehrt proportional ist (vgl. S. 116 118), wat 
die Anziehung der Kugelschale auf einen Punkt 
inneren Hohlraums auch dann endlich ist, falls 
Client der angezogene Punkt auf der inneren Grenzf 
der Schale liegt. 

b) Der Mac Lau'rinsche Satz. 

Der Mac Laurinsche Satz bezieht sich auf die 
ziehungen, welche zwei konfokale Ellipsoide auf einen 
denselben auBeren Punkt ausuben, Sind a , & , c die Ac 
des ersten Ellipsoids , x , y , z die Koordinaten des 
gezogenen Punktes, so wird das Potential V a durch 
Ausdrilck (II), S. 200, dargestellt, und die untere Grei 
ist die positive Wurzel der Gleichung (II a). Das 
fokale Ellipsoid habe die Achsen a' ', &', c', dann ist 



und das Potential dieses Ellipsoids fur den Punkt a?, 
ist r falls es mit Masse von der Dichtigkeit fc' gefullt 



(3) 



ds' 






h + *' & 2 + w-M' c 2 + w + s' 
und a' ist die positive Wurzel der Gleichung: 

X 2 1/ 2 2 

/q n \ L JL 1 1=0 

\<J oaf 9| I ' I T^ g | _)_ ' "^ 2 _]_ / | ' 

(3 a) ist f iir w + a' als Unbekannte genau dieselbe G-lei- 
chung wie (Ha), und da wir wissen, dafi diese Gleichung 
nur eine positive Wurzel hat, so folgt: 



(3b) 



u-{- o' a . 



Fiihren wir nun in (3 a) eine neue Integrationsvariable 
ein, indem wir 

u + s' = s 

setzea, so wird nach (3b) die untere Grenze, die in (3) 
s ' = a' war, nach der Transformation s = a , und der 
Ausdruck (3) g*eht in folgenden iiber: 



ds 



a 2 + 



r}- 



Die Yergleichung von (II) und (4) ergibt (mit Weglassung 
des Indizes a) 



f 



falls M und Jf die Massen beider Ellipsoide.sind. Aus (5) 
folgt weiter, da V und V sich auf denselben Punkt x t y, a 
beziehen: 



dV M 
das M.' 



dV M BV 
~d^ == W~dy~' 



dV_^M W 
dz M.' dz ' 
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d. h. wenn X, Y, Z, resp. X', Y', Z f die Anziehi 
komponenten beider Ellipsoide bezeichnen: 



.= = - = - 

w X' Y' ' -3T ' 

Aus (6) erkennt man. sofort, daB, wenn die Krafte, 
denen die beiden Ellipsoide auf den Punkt x , y , z wa 
mit K und J! / bezeichnet werden, auch 

K : K f = M : M' 

1st, und dafi die Eichtungskosinus von K und K' iibe 
stimmen. Wir haben also folgendes Eesultat: 

Mac Laurinscher, Satz: Die Anziehur 
welche zwei honiogene konfokale Ellipsoide auj 
und denselben aufieren Punkt ausiiben, haben gl< 
Eichtung und verhalten sich wie die Massen 
Ellipsoide. 

Folgerung. 1st M. = M ', so ist K = K', d 
Zwei konfokale homogene Ellipsoide von gle: 
Masse uben auf ein und denselben auBeren P 
Anziehungen von gleicher GroBe und Eichtung 

Man kann daher die Anziehung eines Ellipsoids cl 
die eines konfokalen Ellipsoids ersetzen. 

Es mag ubrigens bemerkt werden, daB Mac Lau 
dessen IsTamen der eben. bewiesene Satz tragt, den 
nur fiir Botationsellipsoide und auch fur diese nur 
gewissen Lagen des angezogenen Punktes bewiesen 

c) Polgerungen aus dem Mac Laurinschen S 

a) Die Anziehung einer ebenen Ellipse bei 
wisser Massenverteilung. 

Yon zwei konfokalen Ellipsoiden mit den Achsen a, 

resp. ]/a~ 2 -+- ^ ? V& 2 H- ^ , ~fc 2 -\- u liege das letzter( 
Innern des ersteren. Es sei also u negativ. Der auB 
Wert, den u annehmen darf , ist, falls a > & > c , u 
Piir diesen Grenzfall geht das Ellipsoid in eine in 
#2/-Ebene gelegene Ellipse mit den Achsen ]/a 2 "- 
]/& 2 c 2 iiber. Da nun zwei konfokale Ellipsoide 
gleicher Masse gleiche Anziehungen ausuben, so kann 
aus der Anziehung des Ellipsoids die der ebenen E] 



ableiten. Urn die Dicntigkeit der Ellipse im Grenzfall zu 
erhalten, setzen wir zunachst u = e 2 + e 2 , wo e 2 eine 
kleine positive GroJBe bezeichnet. Das zu dem Ellipsoid a , b , c 
konfokale hat dann die Gleichung 



In dem Schnitt dieses Ellipsoids mit der a?j/-Ebene be- 
trachten wir das Ptachenelement ddr] und konstruieren 
fiber demselben einen geraden Zylinder; dieser schneidet 
aus dem Ellipsoid das Volumen 



heraus, wo 'Q durch (7) bestimmt ist, und die in dem 
Zylinder entnaltene Masse ist, falls fc' ihre Dichtigkeit, 



(8) 



Sollen nun das Ellipsoid (7) und das Ellipsoid a , I , c , 
dessen Dichtigkeit lc sei, gleiche 'Masse haben, so muB 

(9) To' e fa* c 2 + s 2 ffi~-^~&~+7* = lcal)c 

sein, und hieraus folgt, daB mit abnehmenden s die 
Dichtigkeit 7</ des Ellipsoids (7) wachsen mufi, derart, dafi 

/n \ T n r \ 

(9 a) hin (k f e) = - 



In dem Grenzfall s = , wo das Ellipsoid (7) in die ebene 
Ellipse ubergeht, ist daher nach (8) auf dem Flachen- 
element d^dr die Masse 



1 



ausgebreitet, d. h. die Dichtigkeit *: der Masse, die auf der 
Ellipse mit den Achsen /a 2 c 2 , /& 2 c 2 verteilt ist, ist 
im Punkte , 

(10) 
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und zugleich 1st die Gesamtmasse der Ellipse nach (9) 
^ji'ka'bc. Bei der durch (10) dargestellten Massen- 
verteUung ubt unsere Ellipse auf einen auBeren Punkt 
dieselbe Anziehung aus wie das Ellipsoid mit den Achsen 
a, &, c und der Dichtigkeit 7c, vorausgesetzt, daB der 
angezogene Punkt auch auBerhalb des Ellipsoids liegt. 

Umgekehrt 1st somit das Potential einer in der 
#y-Ebene liegenden Ellipse mit den Achsen %, &j und 
der Dichtigkeit 



gleich dem Potential eines homogenen Ellipsoids mit den 
Achsen yf + c 2 , V&i + c 2 , c und der Dichtigkeit 

( JL J_ at) Kf === ~r" tvn . _...- ...... . - _^_r^.:; 



fur denselben Punkt. c ist dabei beliebig und nur der 
Beschrankung unterworfen, daB der angezogene Punkt 
auBerhalb des Ellipsoids liegt. Insbesondere kann man c 
so wahlen, daB die Oberflache des Ellipsoids durch den 
angezogenen Punkt geht. 

Als analytischer Ausdruck fur das Potential der Ellipse 
ergibt sich aus dem Gesagten, wie auch durch direkten 
Grenziibergang aus dem Ausdruck (II), S. 200: 

00 

(12) V = -= n % &jfc I-===L- (l - 

J }'( a i ~r s ) (&i + s) s I 

und o v ist die p6siti~ve Wnrzel der Gleichung 

[jL^iSjj ~7i ; j~ "Z"9 : "~|~ ==== X 

CE'-i \~ O-t c? T *~|~" C7-* O-i 

Geht die Ellipse in den Kreis iiber , ist also a^ = & t , so 
lassen sich die Integrationen ebenso ausfuhren, wie im 
Fall der abgeplatteten Botationsellipsbide. 

Anmerkung. Daraus, daB die Masse der Ellipse mit 



JLiiiiegrai 



in Wert 

-- n a/i \ 

it. Man kann dies Besultat auch leicht direkt ableiten, 
enn man in dem Integral nene Variable einfuhrt durch 
^e Substitution: 



= % Q 
adurch geht jenes Integral in das folgende iiber: 



5,T 1 



a,\jdcpjil 







id hier laBt sich die Integration sofort ausfiihren, wo- 
irch sich das vorher erwahnte Eesultat ergibt. 

/?) Ersetzung des anziehenden Ellipsoids dnrch 
:ne Massenbelegung der Oberflache. 

Wir betrachten zwei konfokale Ellipsoide mit den 
chsen a, &, c, resp. a', b', c' (das letztere sei das innere) 
ad bezeichnen ihre Potentiale in bezug auf auJJere Punkte 
it F, resp. V '. Ferner fugen wir zu F und F' jedes- 
.al die Dichtigkeit als Index hinzu. Haben zunachst 
Bide Ellipsoide die Dichtigkeit fc", so ist: 



so 

Fjfc- F{.' a~b c a f V c f 



Vk> abc 

erner ist, wenn demselben Ellipsoid a, J, c einmal die 
Ichtigkeit fe, sodann die Dichtigkeit ~k' erteilt wird: 

F*,:F*=fc':fc,. 
lithin : 

Vk' Vi- ~k'(a,'bc-a'~b'c'} 



3) 



lea be 
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y & y{., igt das Potential der von den beiden konfokalen 
EUipsoiden begrenzten Schale fur die Dichtigkeit &'. Wahlt 
man nun ~k f so, daB 
(13 a) Tc f (al)c~ a'&V) = fca&c 

ist, so wird 1. die Masse der Schale gleich der des vollen 
Ellipsoids a, &, c; 2. wird auch das Potential der Schale 
gleich dem des vollen Ellipsoids. Wir haben also den 

Satz. Die Anziehung eines hoinogenen Ellipsoids 

auf einen auBeren Punkt kann ersetzt werden durch 

die einer von zwei konfokalen Ellipsoiden begrenzten 

homogenen Schale, falls die Masse der letzteren gleich 

der des urspriinglichen Ellipsoids ist. 

Anmerkung. Bei der Ableiturig des Satzes ist voraus- 

gesetzt, daB das voile Ellipsoid und die Schale dieselbe 

auBere Grenzflache haben. DaB der Satz aber auch ohne 

diese Voraussetzung gilt, erkennt man daraus, daB nach 

dem Mac Laurinschen Satze das voile Ellipsoid durch 

ein kpnfokales mit gleicher Masse ersetzt werden kann. 

Wir bebalten die Voranssetznng, daB das voile Ellipsoid 
und die Schale dieselbe auBere Grenzflache haben, bei 
und lassen die Dicke der Schale unendlich klein werden, 
wobei aber die begrenzenden Ellipsoide konfokal bleiben. 
tm Grenzfalle konnen wir dann die Masse der Schale ari- 
sehen als eine anf der Oberflache des Grenzellipsoids ans- 
gebreitete Masse und haben damit den weiteren Satz, der 
einen speziellen Fall eines spater zu beweisenden all- 
gemeinen Satzes bildet: 

Satz. Die Wirkung eines homogenen Ellipsoids 

auf einen auBeren Punkt kann man dadurch er- 

setzen, daB man die Masse des Ellipsoids auf eine 

bestimmte Weise uber die Oberflache verteilt. 

Es ist noch zu untersuchen, welches in diesem Grenz- 

fall die Dichtigkeitsverteilung auf der Ellipsoidoberflaclie 

ist. Zu dem Zwecke errichten wir in einem Punkte B 

des auBeren Ellipsoids (a, &, c) die Normale, die das 

iiinere Ellipsoid (a' ', &', c') in JB X treffe. Ist B^B = d , 

und sind ,?/, die Koordinaten von B , ^ , ^ , ^ die 

von Bj, so ist 

= r 6 cosJV ? 
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(N, f ) , (N, y) , (N, C) die Winkel sind, welche die auBere 
male des Ellipsoids in B mit den positiven Achsen- 
htungen bildet. Der Punkt B liegt 
a auf dem Ellipsoid mit den Achsen 
&', o', und da dieses dem aufieren Ellip- 
d konfokal ist, so ist, wenn 



letzt wird, auch 



ist also 




Fig. 33. 



a e 






twickelt man nacli Potenzen der kleinen G-roBen 6 , e , 
erhalt man 

7) tcos(JV, 



i durch die Punkte angedeuteten Glieder sind von der 
eiten Oder hoherer Ordnung in bezug auf dj e. Da 
? Punkt B auf dem Ellipsoid (a, fe, c) liegt, so ist 

I 2 , '^ , ^ 



__ -| 



raer ist 



* 



. , Z'?7 /TIT ^\ 

> r l} == ~^~' cos(^, C) = 



~ f ~ 



C 2 1 



, Somit gent die Gleicnung (14 a) in folgende iiber: 



. 



oder 
(He) 



"2T 



tTbrigens ist I die Lange des Lotes, das vom Mittelpu 
des Ellipsoids auf die Tangentialebene im Punkte , 
gefallt ist. Es folgt das sofort aus der Gleichung 
Tangentialebene. 

Konstruiert man nun bei B das Oberflachenelei 
do und errichtet in alien Punkten des Umfanges desse 
Lote bis zum konfokalen Ellipsoid, so erhalt man e 
Zylinder, dessen Masse 

/ t* \ 

do 



ist. Fiir den Grenzfall, in dem e und damit d verschwii 
wird diese Masse 

's) -do , 



= 

d. h. die Machendichtigkeit x von do hat den Wert 

(15) *-sTT 

Andererseits ist nach (13 a) 
/ 



a&c 



(q 2 _ )( &2 -_ )( c2 _ 

abe 



wo die durch Punkte angedeuteten Glieder von der 
nung 2 und hoherer Ordnung sind. Mitbin ist 



(15 a) 



lim^'e) 

= 



und 



a 2 ^ & 2 ^ c 2 a 2 -r &2 -r c2 

Das ist die gesuchte Dichtigkeit in einem Punkte der 
Ellipsoidoberflache. 

Anmerkung. Da die mit Masse von der Dichtig- 
keit x belegte Ellipsoidoberflache dieselbe Gesamtmasse 
enthalt wie das voile Ellipsoid mit der Dichtigkeit fc, so 
f olgt, daB das iiber die Ellipsoidoberflache erstreckte Integral 

UK do 

den Wert | rrc/ca&c hat, ein Besultat, das sich leicht direkt 
nachweisen lafit, wenn man do dureh seine Projektion auf 
die ??-Ebene ausdriickt und an Stelle von , 77 neue Va- 
riable einfiihrt durch die Substitution 



y) Potential und Anziehungskomponenten dies er 
Massenbelegung. 

Nennen wir V das Potential der mit Masse von der 
Dichtigkeit x (15b) belegten Ellipsoidoberflache, V das 
Potential des vollen homogenen Ellipsoids mit der Dichtig- 
keit ~k und bezeichnen durch den Index a, daB der an- 
gezogene Punkt auBerhalb, durch den Index *, daB er 
innerhalb des Ellipsoids liegt, so wissen wir aus dem 
Yorhergehenden, daB 

(16) CT.-T; 

ist, wo V a durch (II), S. 200 gegeben ist. Urn Ui zu er- 
mitteln, betrachten wir die von den konfokalen Ellipsoiden 
mit den Achsen a , & , c und ]/a 2 s , ]/fe^ 2 e , f c 2 s 
begrenzte homogene Schale. Ist ihre Dichtigkeit fe', so 
ist ihr Potential fur Punkte des inneren hohlen Eaumes 
nach (I), S. 200: 

(17) W = n:' ' f*' ' = "*"' 



. 

Wangerin, Theorie des Potentials I. 15 
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wobei zur Abkiirzung 



I -j _ 

[ a 2 + s I 2 + s 

gesetzt 1st, vahrend D' , S' aus D , 8 dadurch entsfc 
daB a 2 e ,' & 2 e , c 2 e , ' an Stelle von a 2 , fc 2 , 
gesetzt werden. Fiihren wir im zweiten Integral vor 
statt s' die neue Integrationsveranderliche 

s s' e 
ein, so wird 

oo oo oo 

Cds' n , fds n fds , fds Cl 



Urn das letzte Integral nacli Potenzen von e zu 
wickeln, fuhren wir fur das unbestimmte Integral 
'.zeichnung ein 

^ds 

~D" ~~ ^ ' ' 



- 9 (- e) = 9 (0) - fe> (0) - 9=>' (0) - 



daher 

00 00 






Ferner ist 






y 
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Burch Binsetzen von (18) und (18 a) geat (17) tiber in: 



(19) 



wo, wie vorher, Glieder von der Ordnung e 2 usw. nur- 
durch Punkte angedeutet sind. 

Gehen wir nun zur Grenze e = iiber, so geht W in 
das gesuchte Ut iiber; zugleich ist lim(fc / ) durch (15 a) 
gegeben. Wir erhalten daher t=0 











00 


TP = 


.,*'. 


6 "jl(- 


1 , 1 , 1\ 

4- - - -- H 

ft O 2 C 2 / i 


/*., 















1 


fi *' 


2> 2 ^U, 


J 


abc 


\ $ * 


6^ OOP" 



2jrfea&c 


fi/i 


1 4- 1 4- l 


IzU' 


1 L & 


w 2 


1 




& & c \ <t 2 


& 2 



1 



(20) 



oder, wenn wir beachten, dafi 

o 

Tclcabc! 



ri- 



nach (I), S. 200 das Potential T^ des vollen Ellipsoids mit 
der Dichtigkeit fc fiir innere Punkte darstellt: 



reoa) CT--F.- _A W A_ 

^Ud.; f,, K t . 

O C> 1 



b 2 <J 2 / ' 



Eiickt der angezogene Punkt von innen an die Oberflache 
des Ellipsoids, so wird 



und da fiir Punkte der Oberflache Vi==V a ist, so wird 

a ~ Z7<)-0. 
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Dagegen wird 



Tf 



und da fiir Punkte der Oberflache -3-^ = -5-^- 1st, so 
'.. ,. cae coo 

fur diese 



(21) 



4jt 



^ 

ox ox 



a? 2 y* z 2 x 



"Taktor rectits 1st, da x,y,z ein Punkt 
ilache 1st, = cc^JV", x) . Der zweite Fal 

u xxd,ch (15b) die Dichtigkeit K der Flachenbeleg 

:te a? , # , , d. h. es ist 

, x) . 



ox o 

ist direkt gezeigt, daB U die charakteristisc 

haften des Flachenpotentials besitzt. 

\nziehung einer unendlicb. dunnen Schi 
ahnlichen Ellipsoiden begrenzt wird. 

-.ogen sicli die letzten Untersucliungeii auf < 
yon zwei unendlich nahen konfokalea Ellipsoiden begrei 
ScLale, so wollen wir nun eine analoge TJntersuchung 
eiae Schale anstellen, die von zwei ahnlichen und aim 
liegenden konzentrischen Ellipsoiden begrenzt wird. 

Zu dem Zwecke formen wir zunachst den Ausdr 
fiir das Potential eines vollen Ellipsoids um, indem 
in (II), S.. 200 die neue Integrationsvariable 
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nfiihren. Setzen wir noch 



rner 



C 



wird 



2) 



K = jrfc/-: 



At 



_L 2 ^!__ 

;^iu i + t 



o T die positive Wurzel der Gleichnag 



12 a) 







t. Vi lafit sicli ebenso mnformen; das Eesnltat unter- 
heidet sich. von der rechten Seite von (22) nnr dadurch, 
iB die untere Grenze des Integrals = ist. 

Fiir ein konzentrisches, ahnliches nnd ahnlich liegeu- 
)S Ellipsoid mit den Achsen a', &', c" und der gleichen 
ichtigkeit fc sei das Potential V' a , so wird, da /? und 7 
ir beide Ellipsoide dieselben Werte haben, 



3) 



dt 



o T' die positive Wurzel der Gleichung 



3 a) 



r/2 







b. Aus (22) und (23) ergibt sich durch Subtraktion 
is Potential der von den ahnliclieri Ellipsoiden begrenzten 
jmogenen Schale. 
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Dagegen wird 



8x 



= 
doc 



dso 



und da fur Punkte der Oberflache -^- = -5-^ ist, so v 

OX <J X 

fur diese 



(21) 



r (W* 
hm 



doc dx 



a 2 ' 6 2 ' c 3 

x 
a* 



Der letzte Faktor rechts ist, da so, y , z ein Punkt 
Ellipsoidoberflache ist, = cos^, x) . Der zweite Fat 
rechts ist nach (15b) die Dichtigkeit x der Flachenbelegi 
im Punkte as , y , z , d. h. es ist 



(21 a) 



ex 



oao 



Damit ist direkt gezeigt, dafi U die charakteristisel 
Eigenscnaften des Flachenpotentials besitzt. 

d) Anziehung einer unendlicll diinnen Soha 
die von ahnlichen Ellipsoiden begrenzt wird. 

Bezogen sich die letzten Untersuchungen auf e 
von zwei unendlich nahen konfokalen Ellipsoiden begren 
Schale, so wollen wir nun eine analoge Untersuchung 
eine Schale anstellen, die von zwei ahnlichen und abnl 
liegenden konzentrischen Ellipsoiden begrenzt wird. 

Zu dem Zwecke formen wir zunachst den Ausdri 
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>rner 



wird 



52) 



_ 

"P" 



dt 



la 2 



1 + p*t. u . i 1 + f*t j 
ro T die positive Wurzel der Gleiehuug 

/p2 R2 yZ y2 g'. 

22 a) a- , - - - -^r - 



it. F< laBt sich ebenso umforuien; das Besultat unter- 
sheidet sicli von der rechten Seite von (22) nur dadnrch, 
aJB die untere Grenze des Integrals = ist. 

Fur ein konzentrisches, ahnliches und ahnlich liegen- 
es Ellipsoid mit den Achsen a', &', c' und der gleichen 
>ichtigkeit fc sei das Potential V' a , so wird, da {3 und y 
ir beide Ellipsoide dieselben Werte haben. 



S3) 



dt 






X 3 ^ \ 



to T' die positive Wurzel der Gleichung 



r/2 _ 



it, Aus (22) und (23) ergibt sicli durcli Subtraktion 
as Potential der von den ahnlichen Ellipsoiden begrenzteu 
tomogenen Schale. 
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Zerlegen wir noch das in (23) auftretende Inte/ 
in die Different zweier anderer 



so wird das Potential der Schale: 

dt 

i/ i/ ' *> & g- .. 

Y d r & Jit tv I J 

(24) 




wo 

- / x~ 2 



I 



ist. Das Potential der Schale fur einen inneren Punkt 
halten wir, indem wir in (24) an Stelle von T und %' ~& 
setzen, also 

00 

(24 a) Vi-Vk-n-k I~-;====^==JL^- - .- (q - a' 



d. h. Vi V'i ist konstant, seine Ableitungen nach x , y 
verschwinden , womit ein neuer Beweis des Satzes 8. 1 
erbracht ist. ' 

Von der endlichen Schale gehen wir zu einer unendl 
diinnen Schale iiber, indem wir 

of = a(l e) 

setzen und e zu konvergieren lassen. Damit auch 
unendlich diinne Schale eine endliche Masse hat, miisi 
wir, mit abnehmendem g, fc wachsen lassen, so daB I 
auch fiii- e = endlich bleibt. Es sei : 

(25) 
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Ferner ergibt die Subtraktion der Gleichungen (22 a) 
nd (23 a): 



'fir unendlich kleine wird daher auch 
lein, und es wird 



t unendlich 



55 a) lira 



T T 



Indlich ist fiir unendlich kleine Werte von T' T 



55 b) 



[ittels der Hilfsgleichungen (25), (25 a,), (25 b) ergibt sich 
)f ort der Grenzwert von V a ~ V r a und Vi V'i fur e = . 
i^ir wollen diese Grenzwerte mit U a und Ut bezeichnen. 
a fiir s die Schale in die mit Masse belegte Ellipsoid- 
ache iibergeht, so st'ellen also U a und U { das Potential 
>ner Flache fiir auBere und innere Punkte dar. 

Den Grenzwert von Vi~ Vi kann man 'unmittelbar 
as (24 a) ablesen. Hinsichtlich des Grenzwertes von 
'o Va ist folgendes zu beachten. Der Grenzwert 
es zweiten Summanden der rechten Seite von (24) ist 
ach (25 b) 



y 2g2 \ 

1 + X 2 TJ 



Iso wegen (22 a.) 



' T) 



iir s wird zwar & endlich = fc , dagegen ist t' t 
a.ch (25 a) proportional e , verschwindet also mit E . Mithjn 



*' JrOtenuaji unu .a-nzienung iio.uiugeuer JC;U.IJJ&UJLUC. 

Seite von (24) gleieh Null, und der Grenzubergang zu 
= gibt: 

00 



(26) 



Fiihrt man in den Ausdriicken (26) statt t wiederuin 



als Integrationsvariable ein und setzt fur /? 2 und y 2 ihre 



Werte ~ , , so folgt 

u ** C 



(26a) 



== 2 3r fc a fe c 



2 TT fc a. ft c 



ds 



wo o, wie fruher, die positive Wurzel der Gleichung (II a), 
S. 200, ist. 

Fur die Anziehungskomponenten folgt daraus 



(27) 



(o 2 + a) 



~ 
dx 



oa 
oder wenn man fiir -^ den Wert aus Gleichung (12), 

S. 204, einsetzt: 



>r. S Wo 

Vol Z 

''*/";}. ~ ..rr 



Wir haben damit das bemerkenswerte Eesultat, dafi die 
Anziehungskomponenten sich in diesem Falle als alge- 
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braische Funktionen der Koordinaten des angezogenen 
Punktes darstellen lassen, nictit mehr transzendente Funk- 
tionen sind. Der zweite Faktor auf der rechten Seite 
von (27 a) hat eine einfache geometrische Bedeutung. 
Denken wir uns dnrch den angezogenen Punkt A das zu 
dem gegebenen konfokale Ellipsoid gelegt, legen an dies 
konfokale Ellipsoid in A die Tangentialebene nnd fallen 
vom Mittelpunkte auf letztere ein Lot, so hat dieses, da 
/a 2 -j- a , /&* 4- o t ]/c 2 + a die Achsen des konfokalen 
Ellipsoids sind, die Lange 



(28) I' = 



~T~ /"TO 4 \0 ~T~ 



[vgl. Gleichung (14b), S. 223], und zugleich ist 
(28a) l/ ~r - = 



wo (JST', a?) den Winkel bezeichnet, den die in A erriehtete 
Kormale des konfokalen Ellipsoids mit der oj-Achse bildet. 
Demnach wird 



(27b) 

v 



Bildet man ebenso --~ und - , so tritt nur cos(JT', y), 

resp. cos(JV', #) an die Stelle von cos(2T, a?), und man 
erkennt, dafi die anziehende Kraft auf dem durch A ge- 
legten konfokalen Ellipsoid senkrecht steht, daB dieses 
konfokale Ellipsoid also eine Niveauflache ist, ein Eesultat, 
das man ubrigens auch direkt aus (26 a) hatte ablesen 
konnen. Die GroBe der Anziehung hat den Wert 



(27 c) ' = --- o ^ l' t 

>. 

wo T durch (28) gegeben ist. 
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"Ruckt der angezogeue Punkt A an die anzieh 
Ellipsoidflache, so wild o = , daher 

lim(Z7.- 17^ = 0, 



WO 

(29 a) 1= 



die Lange des vom ElHpsoidmittelpunkte auf die Tan 
tialebene in A gefallten Lotes ist, N die aufiere Non 
des Ellipsoids in A . Die anziehende Kraft steht 
senkrecht zu dem gegebenen Ellipsoid und hat die G 

(29b) K 



Die Vergleiclmng der zweiten Gleichung (29) mit 
fur das Machenpotential charakteristischen allgeme: 
Gleichung 



lim 



zeigt ferner, daB 

(30) x = & 1 

die Dichtigkeit der auf der Ellipsoidflache ausge"breit< 
Masse an der Stelle a?, y, z ist. 

Man kann iilbrigens die Bichtigkeit der Gleichung 
auch leicht direkt nachweisen durch eine ahnliche 
trachtung, wie sie S. 222225 angestellt ist. Betracl 
man namlich zunachst eine Schale von endlicher Di 
und beachtet, daB hier die die Schale begrenzen 
Ellipsoide ahnlich sind, dafi also, wenn a, &, c 
Achsen des auBeren Ellipsoids sind, die des inneren 
Werte a / = a(l-e), & / = &(i- ), ' = c(l- ) hat 
so tritt an die Stelle der Gleichung (14), S. 223, hier 
f olffende 
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und daraus folgt, da der Pnnkt . 17, auf dem El- 
lipsoid a, 6, c liegt: 



also, wenn man fiir cos(JN r , ) ihre Werte (s. S. 223) setzt, 



wo Z das vom Mittelpunkt auf die Tangentialebene im 
Punkte | , t\ , C gef allte Lot bezeichnet. tlber dem Maclien- 
element do liegt hier die Masse led -do, die Flachen- 
dichtigkeit ist daher im Grenzfall 

% = lim (If 6) = lim (k E) I = fc 1 

f: = = 

nach (25). 

Zusatz. In analoger Weise, wie aus dem Potential 
des homogenen Ellipsoids die Ausdriicke (26 a) abgeleitet 
sind, d. h. die Werte des Potentials der rait Masse von 
der Dichtigkeit fc if belegten Ellipsoidflache, wobei 7c kon- 
stant ist und 

1 2 , ?? 2 , C 2 



kann man auch aus den S. 208 erwahnten Ausdriieken 
fiir das Potential gewisser nieht honiogener Ellipsoide ent- 
sprechende Ausdriicke f iir das Potential der Ellipsoidflache 
bei anderer Flacnenbelegung ableiten. Man findet so, da8 
die Ausdrucke 



~ 



U a ==2jrabc/-=r- 



(31) 



(die Bezeichnungen sind dieselben wie S. 206) das Potential 
der Ellipsoidflache fur innere, resp. aufiere Punkte dar- 
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Potential und Anziehung homogener Ellipsoide. 



wo fiir 7c die S. 207 angegebenen, dem jedesmaligen F 
entsprecliendeii Werte zu setzen sind. 

Setzt man aber fur F den Wert d), S. 206, so stellen 
Ut, U a nicht mehr Flachenpotentiale dar, sondern 1. fiir 
den Fall, dafi 99(0) = 1st, das Potential eines vollen 
Ellipsoids mit der Dichtigkeit 2<p'(S ), also ein Korper- 
potential; 2. fiir den Fall, daJS (p(Q) von verschieden. 
ist, die Summe aus dem erwahnten Korper- und einem 
Flachenpotential. 

Anon diese Rasultate kann man samtlich durch. 
Verifikation mittels der charakteristiselieu Eigenschaften. 
des Potentials herleiten. 

e) Geometrisclie Ableitung des Satzes, daS 
eine von zwei ahnlichen und ahnlich liegenden. 
konzentrischen Ellipsoiden begrenzte Schale auf 
Punkte des inneren Hoklraurns keine Anziehung 
ausiibt. 

Das schon 8. 182 abgeleitete Eesultat, das sich im 
letzten Abschnitt aufs neue ergeben hat [vgl. Gleichung (24 a)], 
lafit sich auch rein geometrisch ableiten. Die Ableitung 
stiitzt sich auf folgenden geometrischen Hilfssatz: 

Schneidet eine beh'ebige Sekante das eine von 
zwei konzentrischen, ahnlichen und ahnlich liegenden 
Ellipsoiden in den Punkten P und Pj , das andere 
in den Punkten Q uud Q t , so ist PQ =P 1 Q i . 

B e w e i s . Die 
Schuittpunkte Q , Q l 
der Sekante mit dem 
inneren Ellipsoid ver- 
binde man mit dem 
Mittelpunkte und 
veiiangere OQ , OQ l} 
bis sie das auBere El- 
lipsoid in E , H L schnei- 
den, so ist (vgl. die An- 
merkung zu S. 182) 




daher RE^ parallel QQ. Yerbindet man nun den Mittel- 
punkt M von REi mit 0, so halbiert OH auch QQ t 
in C . Andererseits sind PJPj und EP^ parallele Sehnen 
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derjenigen Ellipse, in der das auBere Ellipsoid durch die 
Ebene ORE^ geschnitten wird, und ihre Mittelpunkte liegen 
daher auf einem Durchmesser, d. h. der Durchmesser OM , 
der EE l halbiert, halbiert auch PP , oder G ist auch der 
Mittelpunkt von PP . Aus PC = P t C und QC = Q 1 G 
folgt aber unmittelbar die Behauptung. 

Wir betrachten nunmehr eine unendlich dimne, von 
zwei ahnlichen und ahnlich liegenden Ellipsoiden begrenzte 
Schale und ziehen durch den Punkt A des inneren hohlen 
Eaumes eine beliebige Linie, die das aufiere Ellipsoid in 
den Punkten P,P l , das innere in Q, Q i schneidet. Perner 
beschreiben wir um A eine Kugel 
vom Radius 1, die von AP in N 
und N geschnitten werden moge. 
Burch das bei N liegende Flaclien- 
element dco der Kugel legen wir 
einen Kegel mit A als Spitze; dieser 
Kegel und sein Scheitelkegel schnei- 
den aus dem aufieren Ellipsoid bei 
P und P t Flachenelemente heraus, 
die mit do und do bezeichnet wer- 

den mogen. Aus der von den ahnlichen Ellipsoiden be- 
grenzten unendlich dunnen Schale schneiden der Kegel und 
sein Scheitelkegel Volumenelemente dv, dv^ heraus, deren 
Grundflachen do, do l sind. Die Hohe des Yolum en- 
elements dv ist die Projektion der Linie PQ auf die 
durch P senkrecht zu do gezogene Linie. Mithin ist: 

dv = do-PQ-cos(AP, N) , 

wo (AP, N) den Winkel bezeichnet, den AP mit der 
auBeren Flachennormale in P bildet, und ebenso ist: 




Denken wir uns die Schale mit Masse von der Dichtig- 
keit Jfc gefiillt, so iibt die in dv enthaltene Masse auf A 
eine Anziehung aus, die von A nach P gerichtet ist, und 
deren GroBe 

fc_- dv _ k'd 

1 ~ ~ ~~ 



AP 
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ist. Die Anziehung der in dti t enthaltenen Masse aui 
hat die Eichtung von A nach P^ und die GroBe: 



API 

Zwischen do und dco findet nun die in Kap. 6 < 
ersten Abschnittes abgeleitete Beziehung statt; nach F 
mel (10), S. 66, ist daher 



d'o_-_cps(AP, N) 

AP 2 



und ebenso ist 



= da) ; 



^j 
API 1J 



wo dco-L das Flachenelement bezcichnet, das der Scheil 
kegel des dnrch A und dco gelegten Kegels aus der Ku 
ausschneidet. Da dco dco i und auBerdem PQ p^ 
so ist: 

K ^ K, ; 

da ferner beide Krafte eiitgegengesetzte Eichtungen hab 
so heben sie sich auf. Die Betrachtung gilt fiir jede 
hebige durch A gezogeneLiniePJiPj, d. h. dieAnziehung 
welche je zwei solche Volumenelemente derSchale, die mi 
in gerader Linie liegen, auf A austiben, heben sich a 
Die unendlich dunne Schale iibt also gar keine Anziehi 
auf A aus. 

Das Kesultat laBt sich leicht auf eine Schale von e: 
licher Dicke iibertragen. Denn teilt man einen beliebigen v 
Mittelpunkte ausgehenden Eadius der Schale in unendl 
viele, unendlich kleine Teile und legt durch jeden Teilpui 
ein zu den beiden gegebenen konzentrisches, ahnliches i 
ahnlich liegendes Ellipsoid, so wird die endliche Schale 
unendlich diinne Schalen geteilt, und da keine der letzte: 
auf A eine Wirkung ausubt, gilt dasselbe auch von 
Summe aller, d. h. von der Schale von endlicher Die 
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Kapitel 5. 
Gleichgewichtsfiguren rotierender Fliissigkeiten. 

a) Allgemeine Gleichgewichtsbedingungen. 
'*~ Aus -der Hydrostatik setzen wir als bekannt voraus, 

dafi eine inkompressible Fliissigkeit unter Einwirkung irgend- 
welcher Krafte nur dann im Gleichgewicht sein kann, wenn 
jene Krafte eine Kraftefunktion besitzen; und daB eine freie 
Fltissigkeitsoberflache uberall auf den wirkenden Kraften 
senkrecht steht, mithin eine Niveauflache ist. 

Was ferner das Gleichgewicht einer um eine feste 
Achse mit konstanter Winkelgeschwindigkeit rotierenden 
Fliissigkeit betrifft, so sind die Gleichgewichtsbedingungen 
dieselben wie f iir eine ruhende Fliissigkeit, falls man zu den 
wirkenden Kraften noch die Zentrifugalkraft hinzuninimt. 
Es ist das ein allgemeiner Satz der Mechanik, den man 
durcb. folgende einfache -Betrachtnng ableiten kann. 

Ein System von Massenpunkten rotiere gleicMormig 
um eine feste Achse, die 2-Achse eines lechtwinkligen Ko- 
ordinatensystems. Bei dieser Bewegung bescbreibt jeder 
der Punkte einen Kreis, dessen Ebene parallel der o^-Ebene 
ist, und dessen Mittelpunkt auf der ^-Achse liegt; ferner 
werden gleiche Bogen des Kreises in gleichen Zeiten durch- 
laufen. Bei der in Bede stehenden Bevegung bleibt also 
die 2-Koordinate jedes Punktes ungeandert, ebenso sein Ab- 
stand r von der z- Achse. Fiihrt man in der zur a?2/-Ebene 
parallelen Ebene Polarkoordinaten ein: 

(1) a7 = ycos(yO, y = rsm(p, 

so andert sich bei der Eotation allein 9?, und zwar 
wachst 95 der Zeit proportional: 

(2) cp = co t + ft , 

wo ct> und ft konstant sind. co stellt die Anderung des 
Winkels cp in der Zeiteinheit dar und heifit die Winkel- 
gesehwindigkeit. Mit der Umlaufszeit T hangt o durch 
die Gleichung 

2:7T 
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zusammen. Denn vergleicht man die Werte von fp zu den 
Zeiten t und t + T, so 1st zu der zweiten Zeit <p um 2yt 
groBer als zur ersten, d. h. es ist: 



Wir fragen nun zunachst: Welche Kraft mufi auf den 
betrachteten Massenpunkt wirken, damit er dauernd in 
dieser Eotation erhalten wird? Durch zweimaliges Diffe- 
rentiieren nach J folgt aus (1) und (2): 



, 
wahrend 



dt* 

ist. Ist daher m die Masse des Punktes, so hat die zur 
Erhaltung der Eotation erforderliche Kraft die Kom- 
ponenten : 



d. h. die Kraft hat die GroBe m o> 2 r und in jedem Moment 
die Kichtung von dem rotierenden Punkte nach dem Mittel- 
punkte des von ihm beschriebenen Kreises. Analoges 
gilt fur jeden Punkt des rotierenden Systems. 

Es mogen nun die Punkte des Systems unter Ein- 
wirkung irgendwelcher Krafte stehen, und X , 1 , Z seien 
die Komponenten der auf m ausgeubten Kraft. Von dieser 
wird die Teilkraft, deren Komponenten X', Y', [Glei- 
chung (4)] sind, zur Erhaltung der Eotation gebraucht. 
Sollen daher alle Punkte des Massensystems bei der Eo- 
tation ihre gegenseitige Lage -wie ihre Lage zur Eotations- 
achse beibehalten, so mussen die iibrigbleibenden Teil- 
krafte den Gleichgewichtsbedingungen geniigen. Diese 
iibrigbleibenden Teilkrafte haben fur den Punkt m die 
Komponenten : 

s, Y- Y'= J + mco^j , Z ; 



d. h. damit ein System rotierender Massenpunkte im G-leich- 
gewichte ist, miissen die G-leichgewichtsbedingungen erfullt 
sein von den Kraften, die man erhalt, wenn man zu den 



sonst wirksamen llraiten in jedem Pankte m nocu eine 
Kraft hinzufiigt, die die Komponenten 

(5 a) mco^x, moo^y , 

hat. Die Kraft, deren Komponenten durch (5 a) dar- 
gestellt werden, ist die sogenannte Zentrifugalkraft. 

Was fur ein beliebiges Massensystem gilt, gilt auch 
fur Fliissigkeiten. Zum Gleichgewicht einer gleichformig 
rotierenden Fliissigkeit ist daber erforderlicb, daB, wenn 
auf das uicht rotierende Fliissigkeitsteilchen m die Kraft 
mit den Komponenten JT, Y, Z wirkt, die andere Kraft, 
deren Komponenten 

(5b) X + mco 2 x, Y + ma) 2 y, Z 



sind, eine Kraftefunktion hat. Bazu miissen X, J, Z 
fiir sicb eine Kraftefnnktion besitzen. Ist diese V , so ist 
die Kraftefunktion der Krafte (5b): 

(5c) u^v + ^ + y^. 



Fur eine freie Fliissigkeitsoberflache muB ferner U = Konst. 
sein. Die Bestimmung einer freien Fliissigkeitsoberflache 
ist hiernach eine sehr einf ache Anfgabe, wenn die wirkenden 
Krafte unabhangig von der Gestalt der Flussigkeitsmasse 
sind, wie z. B. bei der elementaren Aufgabe, die G-estalt 
einer nm eine vertikale Achse gleichformig rotierenden 
Fliissigkeit zu bestimmen, auf die nur die Schwere wirkt. 
Die Komponenten der letzteren sind, wenn die positive 
2-Achse der Schwerkraft entgegengesetzt gerichtet ist: 

-3T = , 3T = 0, Z = mg, daher 7 = mgz , 



und da fiir die freie Fliissigkeitsoberflache U = Konst. ist, 
so ist diese ein Eotationsparaboloid. 

b) Eotierende feste Kugel, die mit einer diin- 
nen Fliissigkeitsschicht bedeckt ist. Anwendung 
auf die Figur der Erde. 

Von besonderer Wichtigkeit ist die Untersuchung der 
Gestalt rotierender Fliissigkeiten fiir die Frage nach der 

Wanger in, Theorie des Potentials I. 16 
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Figur der Erde. Uin iiber die Entstehung dieser Figur 
AufschluB zu erhalten, machen wir betreffs der rotierendeii 
Fliissigkeit gewisse Annalimen und untersuchen, wie weit 
die Folgerungen aus diesen Annalimen der Wirklichkeit 
entsprechen. 

Die einfachste Annahine ist die, dafi die Erde aus 
einem festen, kugelformigen Kern besteht, der mit einer 
Flussigkeitsschicht von geringer Dicke bedeckt ist. Die 
Masse dieser Fliissigkeit sei im Verhaltnis zur Masse des 
festen Kerns so klein, dafi von der gegenseitigen Anziehung 1 
der Fliissigkeitsteilchen abstraliiert werden kann, daB also 
nur die Anziehung in Betracht kommt, die von der Kugel auf 
die Flussigkeit ausgeiibt wird. Und betreffs der Massen- 
verteilung in der Kugel machen wir die Annahme, da8 
die Dichtigkeit nur von dem Abstande vom Mittelpunkte 
abhangt. Die Kugel wirkt in diesem Falle so, als" ware 
ihre Masse im Mittelpunkte vereinigt. Das Potential dor 
Kugel ist daher, da die Fliissigkeit aufierhalb der an- 
ziehenden Masse liegt: 

(6) 

wo 

(6a) 

den Abstand vom Kugelmittelpunkte darstellt, wahrend 
M die Gesamtmasse der Kugel ist. ISTach Hinzunahme 
der Zentrifugalkraft haben wir, wenn die durch den Kugel- 
mittelpunkt gehende #-Achse die Eotationsachse ist: 



(6b) 

Die Gleichung der freien Flussigkeitsoberflache ist daher: 

(7) f * ' 8 



/a; 



*) Der Faktor f, der der Einfachheit halber in den friihereu 
Abschnitten meist fortgelassen ist, darf hier nicht inehr = 1 ge- 
setzt werden, weil das eine besondere, fiir das Folgende nicht 
zweckmaMHge Annahme uber das Mafi der Kraft einschliefien. 
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d. i. eine Eotationsflache. Zur Bestimmung der Konstante 
auf der rechten Seite von (7) mufi ein Eadius der Flache 
bekannt seiu; wir wahlen als solchen den Eadius E v nach 
dem Pole. Dann wissen wir, dafi die Werte a? = , y = , 
as = E p der Gleichung (7) geniigen. Daher ist : 

Koort. - ! , 

und die Gleichung (7) geht in folgende iiber: 



(7 a) fJf (4 l -\ = (a? 2 + i/ 2 ) . 

v ' \E P ^ x 2 + 1J 2 + ^f 2 { ^ y } 

Die Konstante fM , die direkt nicht mefibar ist, driicken 
wir dureh die Schwere g p am Pole aus. Die Schwere ist 
die Eesultante aus der Anziehung und der Zentrifugalkraft, 
hat. also die Komponenten : 

BU dlf . 6lJ 



wo U durch (6b) bestimmt ist. Fur den .Pol ist x , 
y = , ss = R p , daher : 

, r\ . f\ _ L ^ j 

dx ' dy ' dz E"^ ' 

A j-f 

Der absolute Wert von - T - ist somit die Schwerkraft ma*,. 
d.h. : d * 



( 8 ) 

J-vp 

Durch Substitution dieses Wertes von fM geht die Glei- 
chung (7 a) in folgende iiber: 

-\ -\ - .9 9 I .2 

(9) ' -, 



RP -j/02 + y 9 + g8 2g p Rl 

(9) stellt eine Eotationsflache dar, deren Meridiankurve 
vom sechsten Grade ist. Doch lafit sich diese Meridian- 
kurve, wie wir sogleich sehen werden, mit sehr groBer An- 
naherung durch eine Ellipse ersetzen, deren Nebenachse 
in die Eotationsachse fallt, so daB die Gleichgewichtsfigur 



244 HI- Potential und Anzieliung homogener Ellipsoide. 

angenahert ein abgeplattetes Botationsellipsoid wird. Fiir 
die Erde ist namlich 



eine sehr kleine GroBe. Wird als Langeneinheit. das Meter, 
als Zeiteinheit die Sekunde gewahlt, so ist g p = 9,831. Fiir 
dieselbe Zeiteinheit ist die Umdrebungszeit derErde (d. i. die 
Lange eines Sterntages) T = 86164, daher: 



2n 

CO 



86164 ' 
Ferner ist -B p = 6356079 (nach Bessel), somit: 

s __ 4 gt 2 - 6356079 . 
(1Ua) ~ 2.9,831.86164" ' 

d. i. (mit Weglassung der Dezimalstellen) : 

1 



(lOb) ' d = 



582 



Fulirt man nocli in der Meridianebene Pola.rkoordinaten 
ein, setzt also: 



(11) p? 2 -f- 2/ 2 

so geht die Gleichung (9) unter Benutzung der Bezeich- 
nung d [Gleiclning (10)] iiber in: 

(9.) t- 



Betrachten wir in (9 a) die GroBe - als Unbekannte, so 

T 7 

ist zu beachten, da6 jene Gleichung vom dritten . Grade 
ist und drei reelle Wnrzeln hat, eine nahe = 1 , wahrend 
die beiden andern, von denen eine positiv, die andere 
negativ ist, sehr nahe an liegen [Mr d = wird die erste 
= 1, die beiden andern = 0] . Von den drei Wnrzeln 
kann na.cli der Stellung des Problems, da die die Kugel 
bedeckende Fliissigkeitsschicht uberall nur eine geringe 
Dicke haben soil, nnr die erste in Betracht kommen; und 
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diese 1st angenabert, wenn man GroBen von der Ordming <5 2 
vernacblassigt : 

(12) ' ^ = l-<5cos 2 #, 

wetter bei derselben Vernacblassigung: 



.R 2 

- = 1 - 2 



(3der 

d. i. nacb (11): 



J2J = 



oder, da bei unserer Naherung 1 25 durcb --r- 

ersetzt werden kann: . 1 +2d 



(12 a) 



^-i 

' 



d. b. die Oberflache der rotierenden Fliissigkeit bildet ein 
abgeplattetes Eotationsellipsoid. Die nalbe groBe Achse J? 
wird: 



daber die Abplattung: 
(12b) a 



Rn 



wenn man von GroBen von der Ordming <5 2 absiebt. Unsere 
Annabme, daB die Erde ans einer mit einer diinnen Pliissig- 
keitsschicbt bedeckten festen Kugel bestebt, und daB nur 
die Kugel anziebend auf die Fliissigkeit wirkt, fiini't somit, 
wenn man im iibrigen die wirklicben Verbaltnisse der Erde 
zngrunde legt, auf den Wert: 



der Abplattung. Das ist ein zu kleiner Wert, da nach 
Bess el fur die Erde 
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tJbrigens hat der Mer sich ergebende Wert von a 
folgende physikalische Bedeutung. Bei Vernachlassigimg 
aller Grofien von der Ordnung <5 2 kann man schreiben: 



_ 

~~ 



d. h., da^-ctfSjRfl die Zentrifugalkraft am Aquator darstellt: 
die Abplattung ist gleich dem Verhaltnis der halben Zentri- 
fugalkraft am Aquator zur Sell were am Pole. 

c) Eotierende Fliissigkeit, deren Teilchen s'icli 
nach dem Newtonschen Gesetze anziehen. 

Da die der vorstehenden Entwicklung zugrunde ge- 
legte Annahme auf einen zu kleinen Wert der Abplattung 
gefuhrt hat, legen wir an deren Stelle die andere zugrunde, 
daB die Erde als eine Fliissigkeit von konstanter Dichte 
anzusehen ist, deren Teilchen sich nach dem IsTewton- 
schen Gesetze anziehen. Die Bestimmung der Gleich- 
gewichtsfigur einer solchen Fliissigkeit ist eine wesentlicli 
schwierigere Aufgabe als die vorhergehende. Denn die 
Kraftefunktion ist hier nicht, wie vorher, von vornhereia 
bekannt, sondern hangt von der erst zu bestimmenden 
Gestalt der Fliissigkeit ab. Die Aufgabe kann so formu- 
liert werden: Es ist eine Funktion/'(#,7/,2) zu bestimmen, 
die folgende Eigenschaft besitzt: ist V das Potential einer 
von der Flache f= begrenzten houiogenen Masse in bezug 



auf Punkte dieser Flache, so soil V ~\ -- - (a? 2 -\- y 2 ) C 

d 

unit f(asj y , z) identisch sein. Da eine einfache Beziehung- 
zwischen einer beliebigen Funktion /' und dem zugehorigen 
Werte von V nicht existiert, so ist die allgemeine Losung- 
der Aufgabe nicht moglich. In dem speziellen Falle in- 
dessen, in dem fQ die Gleichung eines Ellipsoids ist, 
ist bekannt, daB V fur innere Punkte und daher aucli fur 
Punkte der Oberflache eine Funktion zweiter Ordnung ist, 
die nur die Quadrate der Koordinaten os, y , z des angezogenen 

Punktes enthalt. Die Gleichung V H -7. (a? 2 + 2/ 2 ) = G 

z 

1st daher eine Gleichung von derselben Form wie /'=0. Die 
Moglichkeit der Identitat beider Gleichungen ist soinit von 
vornherein vorhanden, und es handelt sich nur noch darum, 
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die Bedingungen fiir die Achsen des Ellipsoids zu finden, 
uuter denen beide Gleichungen identiscli werden. 
Das Potential des Ellipsoids 



(13) 



1 



hat, wenn wir ebenso wie S. 242 den Faktor fm ninzufiigen., 
fiir Punkte der Masse sowie fiir Punkte der Oberflache 
die Form: 



(14) 



V *= fm(V ~ 



- V z y* - V, 



wo VQ, 7 1? ... durch die Gleichungen (14) und (14 a), 
S. 186, gegeben sind. Die Gleichung der freien Fliissig- 
keitsoberflache ist daher: 

(15) 

oder 

(15a) 



_ 



'i-^ + l^ 



Damit diese Gleichung mit (13) identisch werde, muB sein: 



2? 



C a- ' C_ 

fm fm 

oder, nach Elimination von C , 



v - 

' 



G 
fm 



2/ r 



Oline auf die allgemeine Moglichkeit der Erfullang der 
Bedingungen (16 a) einzugehen, erkennen -wir, dafi ihn.en 
durch ein RotatioTisellipsoid geniigt werden kann; denn 
fiir a 6 wird 7j = 7 2 , nnd fiir diesen Fall reduzieren 
sich die Bedingungen (16 a) auf die eine: 



Setzen wir hierin fiir T\ und F 8 'die' Integrate (14a), S. 186, 
darin a = & genommen, so nimmt (16b) die Form an: 



* en 



ds 



OJ" 



d. h. 
(16 c) 



C J^C 



2\ 

I I " " " ^ pzrmn^nrr: .";v~ 



Die rechte Seite von (16c) ist siober pbsitiv; deun da es. 
sich um anziehende Massen handelt, sind /' sowolil, als 
ft positiv. Ebenso ist das Integral auf der linken Seite 
positiv, daher kann dieser Gleichung rnir geniigt werden, 
wenn 

a 2 - c 2 > 

ist, d. h. nur abgeplattete Eotationsellipsoide geniigen der 
Bedingung der Aufgabe. Die Integration in (16 c) konnte 
man leicht ausfuhren ; noch einfacher ist es, die Werte 
von V 1 und V 3 aus Gleichung (21), S. 210 zu entnehmen. 
und in (16b) einzusetzen. Setzt man in (21), S. 210 o = , 
so stellt die rechte Seite das Potential eines abgeplatteten 
Eotationsellipsoids fiir Punkte der Oberflache dar. Es 
ist also 



^i = 



2 n 7c a 2 c 




(17) 



und die Gleichung (16b) geht uber in: 

! r (I 9 r 2 

_^U i + 

(18) """ ""'" 

3c 
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Setzt man zur Abkiirzung: 



so nimmt (18) die einfache Form an: 

arctg/l - 



Diese Eelation mufi zwischen dera Achsenverhaltnis und 
der Eotationsgeschwiudigkeit bestelien, damit das abge- 
plattete Eotationsellipsoid Gleichgewichtsfigur der rotieren- 
den Fliissigkeit ist. Mittels dieser Gleichung kann man (bei 
gegebenem fc /') ' einerseits zu einem gegebenen Aclisenver- 
haltnis die zugehorige Eotationsgeschwindigkeit, anderer- 
seits zu einer gegebenen Eotationsgeschwindigkeit das zu- 
gehorige Achsenverhaltnis bestimmen. 

<5) Diskussion des Eesultates. 

Um zu erkennen, unter welch en Umstanden die beiden 
Aufgabea losbar sind, und welche Losung sie ergeben, 
wenn.fiir co , 7c , /' die Werte genommen werden, die der 
Erde zukommen, untersuchen wir zunachst, wie sich die 
GroBe 



mit A andert, d. h. , geometrisch ausgedriickt, wir unter- 
suchen die Gestalt der Kurve 

(22) M= 3 



deren Ordinate u, deren Abszisse I ist. Zu dem Zwecke 
differentiieren wir (22) nach A: 



roo \ m , , 8X . 

(22a) II - ' -T+IT- - (9 + P) arc 

und betrachten daneben noch die Funktion 
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sowie 



- ---. 

[(H->1 2 )(9-M 2 )] 2 ' * 

Fur alle diese Funktionen kommen der Bedeutung von A 
wegen nur positive A in Betracht. Die Funktion 
verschwindet, da arctgA einen Bogen zwischen und i- 
darstellt, fur A = und nimmt fiir A = oo den Wert ~\-n 
an. Ferner ist .F'(A) fiir kleine A positiv, fiir groBere A 
negativ, und F'(ty verschwindet fiir A = /3, d. h. .F(A) 
wachst zunachst von A = 0, erreicht bei A =y3 ein Maxi- 
mum, um von da an bestandig abzunehmen. Da F(fy 
fiir senr groBe A negativ ist, so muB F(X) einmal, aber 
nur einmal = werden, und zwar fiir einen Wert ^ von 
I, der grofier als ]/3 ist. 

Was ferner die Funktion w betrifft, so sehen -wir zn- 
nacnst, dafi zu jedem A nur ein Wert von gehort. Fiir 
kleine A kann man w nach steigenden Potenzen von A 
entwickeln. Es ist 

arctgA = A J- A 3 + 1- A^ - i A 7 -| ---- , 



Setzt man diese Ausdriicke in (22) ein, so wird 
(24) u = (-jV ^ 2 - WV A* + (3 + ^ 2 ) - 

Wir sehen also, daB u i ur A = verschwindet, und daB 
fiir sehr kleine A, fiir die A 2 an GroBe iiber A 4 usw. weit 
iiberwiegt, u positiv ist. Ebenso ergibt sicli aus (24) [resp. 
aus der Eeihenentwicklung der rechten Seite von (22 a)], 

daB auch fiir A = verschwindet, und daB ?- fiir 

<*^ df. 

kleine A positiv ist. Die Kurve u geht also vom Anfaugs- 
punkte aus, beruhrt clort die Achse A und hat zunachst 
positive Ordinaten. 

Weiter ist fiir beliebie A 
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ist also so lange positiv, als .F(A) positiv 1st, d. h. bis 



_ 
a 

ii dem oben mit A A bezeichneten Werte. Bis A = Aj wactist 
. Fiir A = A t ist jF T (A) = 0, also w ein Maximum, fiir 
ro'Bere A ist JF'(A) bestandig negativ, also nimmt u be- 
fcandig ab. Fiir sehr grofie A ist aber u noch positiv; 

3 A 

enn arctgA ist dann nahe an l-n, -- , 3 ist sehr klein; 

a -f A tj i ^ a 

rst fiir A = oo wird it , da dann der Faktor -^ 

erschwindet. Die Kuive u nahert sich somit der A-Achse 

symptotisch und hat fiir 

jde positive Abszisse A 

ine positive Ordinate u; 

ie hat beistebende Ge- 

fcalt*). 

Wichtig ist es nocli, den 



Pert A! , fiir den l''(A) ver- 



Fig. m. 



shwindet, sowie den zu- 

ehorigen Wert % von u zu 

rmitteln. Wir wissen, dafi A, > /ri ist. Setzen wir A = 2 , 

3 ist JF(A) noch positiv, wahrend JP(A) fiir A = 3 schon 

egativ ist. Fiir den Zwischenwert A = 2,5 ist F(X) noch 

ositiv, aber sehr klein; denn arctg2,5 ist der zum Winkel 

8ll / 55 // gehorige Bogen des Kreises voni Eadius 1, 

Iso = 1,19029 ; -~ - 9 \t ( ^rr^ } nimmt fiir A = 2 ' 5 den 

^ert 1,19276 an, so daB JF(2,5) = +0,00247 wird. 2,5 
;t daher ein angenaherter Wert fiir Aj . Den genaueren 
P"ert findet man, indem man A x = 2,5 -f 7 setzt und ft mit 
"ernachlassigung von 7t 2 aus .F(2,5 + 7i) = berechnet, dann 
lit dem gefundenen Werte ebenso verfahrt usw. So 
ndet man durch sukzessive N aliening 
>K\ ; 9 Fi9Q'V 

j<J^ A]^ j^<Ji<JiJ , 

nd aus (22) ergibt sich fur den zugehorigen Wert von u : 
J5a) 11 1 - 0,2246 . 



*) In der -Pigur 36 sind die Ordinaten it m grolJevem Mab- 
;abe gezeichnet als die Abszissen A . 
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Aus dem Verlauf der Kurve u sieht man, daJS zu 
jedem gegebenen Wert von I stets ein und nur cin Wert 
vcfn 14 gehort, und zwar immer ein positiver, dafi daher 
die erste der oben erwahnten Aufgaben stets eine und nur 
erne Losung hat; dafi dagegen zu jedem gegebenen Werte 
von u zwei Werte von /I gehoren, solange u < 0,2246 , 
ein Wert fur u = % = 0,2246 , daB aber f ur u > 0,2246 
Gleiehung (22) keine reelle Losung fur X ergibt. JS'icht 
fur jede Eotationsgeschwindigkeit 1st also das abgeplattete 
Eotationsellipsoid eine Gleichgewicbtsfigur der rotierenden 
Flussigkeit, sondern nur, wenn co den Wert j/27r /' Jc 0,2246 
nicht iibersteigt. Fur diesen Grenzwert von a) erhalt 
man als Gleichgewichtsfigur ein Botationsellipsoid, fiir 
das ]/a 2 c 2 :c == 2,5293 ist; fiir kleinere co endlich erhalt 
man stets zwei Eotationsellipsoide als Gleichgewiclitsfiguren. 

Um den Wert U Q zu berechnen, den u i f iir die Erde 
annimmt, denken wir uns, was bei der geringen Abweichung 
der Erde von der Kugelgestalt und bei der geringen An- 
derung der Schwere auf ihrer Oberflache eine liiniangliclie 
ISTaherung gibt, die Erde ersetzt durch eine homogene 
Kugel von gleichem Volumen und gleicher Masse. Die 
Anzielmng, die diese Kugel auf einen Punkt ihrer Ober- 
flache ausiibt, ist, wenn R der Eadius: 

4 
m"^-nf left . 



Diese Anziehung ist am Pol- gleich der Schwerkraft (wahrend 
fiir andere Punkte die Schwerkraft die Eesultierende aus 
Anziehung und Zentrifugalkraft ist), d. h. wir haben 

(26) TO -/j 

daher 

, o> 8 2 o) 



v w ' 2nf-k 3 g p 3 86164'- 9,831 ' 

und da R , der Eadius einer Kugel von gleichem Volumen 
mit der Erde, = 6370283m ist, so folgt aus (26 a): 

\\)D\ UQ = ~ 7T"^ = . ' K ~ . 

27tfJc 435 



A uer ueiueu jrujuKiy, m ueneu cue z~ux /,-Acnse 
in dem Abstande U Q gezogene Parallels die w-Kurve trifft. 
Von diesen beiden Punkten liegt, wie em Blick auf die 
Kurve zeigt, einer dem Anfangspunkte sehr nahe, wahrend 
fur den anderen I sehr groB wird. Um die Abszisse /1 
des -ersteren Punktes zu berechnen, kann man fur u die 
Entwicklung (24) uach steigenden Potenzen von A be- 
nutzen und in erster Naherung /I 4 usw. gegen A 2 verna-ch- 
lassigen, so folgt der Naherungswert: 

(27) o = A^, ^ = V-Tb- 

Der zugehorige Wert der Abplattung ist 




435 ~ 232 



TJm die.zweite Wurzel ^ der Gleichung (22) ftir u == w 
erhalten, ist zu beacnten, da8 % sehr groB, daher 
g^o sehr nahe = -|- JT ist. Yernaclilassigt man die zweite 

und hohere Potenzen von -- gegen die erste Potenz, so 

A 

ergibt sich der angenaherte Wert: 

(29) o = 4r, d ' h - A '-f.435-683. 

A Z ^ 

Weiter wird 



uud die Abplattung 

(30) a'=l--l- 

Von den beiden fiir u = u ermittelten G-leichgewichts- 
figuren hat nur die erste eine kleine Abplattung, wahrend 
die zweite einem Ellipsoid entspricht, das so stark abge- 
plattet ist, daB es einer diinnen Kreisscheibe gleicht. Nur 
die erste dieser Figuren kommt der wirklichen Gestalt 
der Brde nahe; doch ist die sich ergebende Abplattung 
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, r ^ T et.wa das * -fache der Abplattung der Brde 

^ , 

Von den beiclen in b) und c) dieses Kapitels gemachten. 
Annahmen iiber die Beschaffenheit der rotierenden Fliissig- 
keit gibt deranach die erste, auf die Brde angewandt, 
eine zu kleine, die zweite eine zu groBe Abplattung. 

Wir wollen noch sehen, wie groB, die iibrigen Ver- 
haltnisse als gleich vorausgesetzt, die Rotationsdauer der 
Erde sein miifite, damit nur eine Gleichgewichtsfigur 
moglich ware, d. h. damit an Stelle von u der Wert % 
trete. Denn in diesem Falle wiirde die Parallele zur 
A-Achse die w-Kurve beriihren, statt zu schneiden. 1st 
coj die zugehorige Winkelgeschwindigkeit, T t die Um- 
drehungszeit, scr ist also 



(31)- a>! = |/2 n fc /'% , co = ]/2 n Ic fu , 

mithin 



w i |435 0,2246 
d. h. angenaliert ist: 
(31 b) r A 



Wenn die Eotationsdauer der Fliissigkeit kleiner als -j^- 
der Tageslange, d. h. kleiner als etwa 2,4 Stunden Stern- 
zeit ware, wiirde das Eotationsellipsoid aufhoren, eine 
Gleichgewiclitsfigur zu sein. 

Zusatz. Wir haben nur dieLosungen der Gleichungen 
(16 a) untersucht, fiir die a = & wird. DaB jene Gleichungen 
auch, wenn a und & verscliieden sind, eine Losung zu- 
lassen, d. h. daB auch das dreiachsige Ellipsoid Gleich - 
gewichtsfigur einer rotierenden Fliissigkeit sein kann, hat 
Jacobi 1834 entdeckt. Wir weisen auf dies Eesultat 
nur hin, ohne auf die Ableitung einzugehen, und erwahnen 
noch folgendes. Damit das dreiachsige Ellipsoid eine mog- 
liche Gleichgewichtsfigur ist, darf u den Wert 0,1871 nicht 
uberschreiten; ferner gehort zu jedem u unter 0,1871 nur 
ein einziges dreiachsiges Ellipsoid. Hiernach gehoren zu 
jedem u zwischen und 0,1871 drei ellipsoidische Gleich- 
gewichtsfiguren, ein dreiachsiges und zwei Rotationsellip- 
soide, zu jedem u zwischen 0,1871 und 0,2246 dagegen 
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gehoren nur zwei solche Figuren, beides Rotationsellipsoide. 
Fiir u = 0,2246 fallen die beideu Eotationsellipsoide zu- 
sammen, und fiir u > 0,2246 1st eine ellipsoidische Gleicli- 
gewichtsfigur niclit inehr moglich. Fiir den Wert 
u u Q -ffo , der den Verhaltnissen der Erde entspriclit, 
ergibt sich als Gleichgewichtsfigiir neben den beiden oben 
ermittelten Eotationsellipsoiden ein dreiachBige.s Ellipsoid 
mit den Achsenverhaltnissen 

- - 52,4 , -~ = 1,0023 . 

C 



